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Diese Zusammenfassung listet hauptséchlich alle Definitionen, Lemmas, Korollare, Theoreme,
Sitze, Propositionen und ein paar wichtige Beispiele und Ubungen auf, wie sie im Skript auf-
geschrieben sind (zum Teil etwas paraphrasiert). Sie soll dazu dienen einen Uberblick iiber alle
Definitionen und deren Folgerungen zu geben. Die Gliederung und Nummerierung der Theoreme
ist dabei aus dem Skript iibernommen.
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1 Grundlagen

1.1 Mengen und Abbildungen

Dieses Kapitel wird im Skript Analysis I und II, 2018/19, Manfred Einsiedler und Andreas Wieser
[A] im Kapitel 1.4 behandelt.

[A] 1.4.1 Naive Mengenlehre
Definition 1.12 (Inklusionen). Wir sagen, dass eine Menge P Teilmenge einer Menge @ ist und
schreiben P C @, falls fiir alle z € P auch z € Q gilt:

VeeP:xzeQ

Bemerkung. Weiter werden hier echte Teilmengen und (echte-) Obermengen definiert.

Definition 1.14 (Mengenoperationen). Seien P, zwei Mengen. Durchschnitt, Vereinigung,
relatives Komplement und symmetrische Differenz sind wie folgt definiert:

PnQ={z|zePArzxecQ}
PuQ={z|zePVzeQ}
P\Q={z[rePrzdQ}
PAQ=P\QUQ\P={z|zePXOR z € Q}

Bemerkung. A, V,U und N sind Distributiv, Kommutativ und Assoziativ. Weiter gelten die Gesetze
von De Morgan: (PU Q)¢ = P°NQC und (PN Q)¢ = PCUQ°

Definition 1.17 (Beliebige Vereinigungen und Schnitte). Sei A eine Kollektion von Mengen.

Dann definieren wir die Vereinigung resp. den Schnitt der Mengen in A als

UJA={z|94cA:zec A}
AcA

ﬂ A={z|VAe A:x € A}
AeA

Definition 1.20 (Disjunktheit). Zwei Mengen A, B heissen disjunkt, falls AN B = {}. In diesem
Fall wird ihre Vereinigung AU B disjunkte Vereinigung genannt und auch als AL B geschrieben.

Bemerkung. Weiter wird die paarweise Disjunktheit von Mengen einer Kollektion, welche dann
disjunkte Vereinigung genannt wird, definiert.

Definition 1.21 (Kartesisches Produkt). Fiir zwei Mengen X und Y ist das kartesische Pro-
dukt X x Y die Menge aller geordneten Paare (z,y) wobei y € X und y € Y. Allgemein:

X1 x Xox - x X, ={(z1,22,...,2n) | ®1 € X1,220 € Xo,..., 2y € Xp,}

Definition 1.25 (Potenzmenge). Fiir eine Menge X ist die Potenzmenge P(X) durch die Menge
all ihrer Teilmengen gegeben, das heisst

P(X)={Q | Q ist eine Menge und @ C X}

[A] 1.4.2 Abbildungen

Definition 1.29 (Funktionen und erste dazugehorige Begriffe). In Worten ausgedriickt ist eine
Funktion f von der Menge X nach der Menge Y eine Zuordnung, die jedem x € X ein eindeutig
bestimmtes y = f(z) € Y zuweist. Wir sprechen manchmal auch von einer Abbildung oder einer
Transformation. Zu einer Funktion f : X — Y wird X der Definitionsbereich von f und Y der



Wertebereich (oder Zielbereich) genannt. (...Argument, Wert...). Das Bild einer Funktion
f: X =Y ist die Menge

f(X)={yeY|FreX:y=[(z)}
Falls f : X — Y eine Funktion und A eine Teilmenge von X ist, dann definieren wir die Ein-
schrinkung f|4 : A — Y durch f|a(z) = f(x) fiir alle x € A. Umgekehrt wird die Abbildung
f auch als eine Fortsetzung der Funktion f|4 bezeichnet. Des Weiteren definieren wir das Bild
der Teilmenge A unter f als

f(A) = fla(A) ={yeY [3w e A:y= f(r)}

Beispiel 1.30 (Erste Funktionen). (c) Sei A C X eine Teilmenge. Die Funktion

T4:X —{0,1}
Ofirzé¢ A
]]_ =
a@) {1 firxze A

wird die charakteristische Funktion von A genannt.
(d) Fir zwei Mengen X1, X5 definieren wir die Projektionen
m o X1 X Xo — X3
m((21,22)) = 21
und analog fiir m5 : X7 X X9 — Xo.
Definition 1.31 (Drei Eigenschaften von Funktionen). Sei f: X — Y eine Funktion.

e Die Funktion f heisst injektiv oder eine Injektion falls fiir alle x1,2; € X gilt, dass
f(l’l) = f(iCQ) = T1 = To.
e Die Funktion f ist surjektiv, eine Surjektion oder eine Funktion von X auf Y, falls

F(X)=Y.

e Die Funktion f heisst bijektiv, eine Bijektion oder eine eindeutige Abbildung, falls f
surjektiv und injektiv ist.

Definition 1.34 (Umkehrabbildung). Sei f : X — Y eine Bijektion. Die Umkehrabbildung
(Inverse Abbildung oder auch kurz f invers) f~! :Y — X von f ist die Abbildung, welche
jedem y € Y das eindeutig bestimmte Element x € X mit y = f(x) zuweist.

Definition 1.35 (Verkniipfung). Angenommen f : X — Y und ¢ : Y — Z sind Funktionen.
Dann ist die Verkniipfung g o f(z) = g(f(x)) definiert.

Bemerkung. Die Verkniipfung ist assoziativ aber nicht kommutativ.

Lemma 1.42 (Eigenschaften von Verkniipfungen). Seien f: X — Y und g: Y — Z Funktionen.
(i) Falls f und g injektiv sind, dann ist auch g o f injektiv.
(ii) Falls f und g surjektiv sind, dann ist auch go [ surjektiv.

(iii) Falls f und g bijektiv sind, dann ist auch g o f bijektiv und es gilt (go f)~t = f~tog™ L

Beweis-Idee. (i): Angenommen f und ¢ sind injektiv und g o f(z1) = go f(x2) fir z1,29 € X.
Aus der Definition von Injektivitéit folgt x; = xa.

(ii): Angenommen f und g sind surjektiv. Mit der Definition von Surjektivitit kann man zeigen,
dass fiir jedes Element z € Z ein z € X existiert mit g o f(z) = z.

(iii): Bijektivitét folgt direkt aus (i) und (ii). Fiir den zweiten Teil muss man zeigen, dass f~1(g71(2))
der Punkt ist, der unter g o f auf z abgebildet wird. O



Ubung 1.43 (Weitere Eigenschaften von Verkniipfungen). Seien f : X — Y und g : ¥ — Z
Funktionen. Folgende Eigenschaften sind zu zeigen:

(i) g ist surjektiv, falls g o f surjektiv ist (f nicht unbedingt!).
(i)
)

(iii

f ist surjektiv, falls g o f surjektiv und ¢ injektiv ist.

f ist injektiv, falls g o f injektiv ist (g nicht unbedingt!).

(iv) g ist injektiv, falls g o f injektiv und f surjektiv ist.

Definition 1.45 (Urbilder einer Funktion). Fiir eine Funktion f : X — Y und eine Teilmenge
B C Y definieren wir das Urbild f~!(B) von B unter f als

J7(B)={ze X | [(x) € B}

Ubung 1.46 (Verhalten von Bildern und Urbildern unter Mengenoperationen). Sei f : X — Y
eine Funktion und A, A’ C X und B, B’ C Y Teilmengen. Folgende Eigenschaften sind zu zeigen:

FHIA) 2 A

FLAAUA) = f(A) U fA), f~HBUB) = f"Y(B)U fH(B)

f(AN A C f(A) N f(A'), mit Gleichheit falls f injektiv, dann gilt auch f(A\ A’) =
f

f

(iii

(iv

HBNB)=fHB)NfH(B) und fTHY\B) = X\ f{(B)
(vi)
Bemerkung. In (iv) und (v) sieht man, dass die Urbildoperation mit allen ! Mengenoptionen

vertriglich ist, wiahrend dies die Bildoperation nur fiir die Vereinigung oder unter gewissen Bedin-
gungen erfiillt.

Definition 1.47 (Graph einer Funktion). Sei f : X — Y eine Funktion. Der Graph von f ist:
graph(f) = {(z,y) €e X xY [y = f(z)} S X XV

Bemerkung. Eine Teilmenge I' C X X Y ist genau dann ein Graph einer Funktion f : X — Y,
wenn m|r : I' = X bijektiv ist. f ist durch diesen Graphen eindeutig bestimmt durch 75 o
(71]grapn(s)) ~+ = f- Weiter lisst sich im Graphen erkennen ob f injektiv bzw. surjektiv ist, nimlich
genau dann, wenn 7a|graph(s) injektiv bzw. surjektiv ist.

Gewisse Objekte bezeichnet man als kanonisch oder natiirlich, wenn sie unabhéingig von
jeglicher Wahl sind. Hier ein Beispiel:

Beispiel 1.52 (Kanonische Abbildungen). Sei A C X eine Teilmenge. Wir betrachten injektive
Abbildung A — X und suchen darunter eine kanonische, die man am schnellsten hinschreiben
kann. Die Inklusionsabbildung ¢ : A — X,z — z ist am natiirlichsten.

Die Menge aller Abbildungen von X nach Y wirdals YX = {f | f: X — Y ist eine Funktion}
geschrieben. Falls X und Y endliche Mengen mit m resp. n € N Elementen sind, hat YX genau
n" Elemente.

1Vereinigung, Durchschnitt und Komplement



[A] 1.4.3 Relationen

Definition 1,53 (Relationen). Seien X und Y Mengen. Eine Relation auf X x Y ist eine Teil-
menge R C X X Y. Wir schreiben auch 2Ry falls (x,y) € R und verwenden of Symbole wie
<, K, <, 2, =, ~ fiir Relationen. Falls X = Y ist, dann sprechen wir auch von einer Relation auf
X. Wenn ~ eine Relation ist, dann schreiben wir auch ,,.x ¢ y* fiir ,—(z ~ y)*.

Definition 1.55 (Aquivalenzrelationen). Eine Relation ~ auf X ist eine Aquivalenzrelation,
falls folgende drei Eigenschaften erfiillt sind:

o Reflexivitit: Vo € X 1z ~ z.
e Symmetrie: Vz,y € X 1z ~y =y ~ .
e Transitivitit: Va,y,z € X : ((x~y) A (y ~2)) = 2 ~ 2.
Beispiel 1.56 (Beispiele von Aquivalenzrelationen). (i) R = {(z,y) € X? |z = y}.

Definition 1.60 (Aquivalenzklassen und die Quotientenmenge). Sei ~ eine Aquivalenzrelation
auf einer Menge X. Dann wird fiir x € X die Menge

[2]. ={ye X |y ~a}
die Aquivalenzklasse von z genannt. Weiters ist
X/~ = {fa]~ | 2 € X}

der Quotient (oder die Quotientenmenge) von X modulo ~. Ein Element € X wird auch
Reprisentant seiner Aquivalenzklasse [z]. genannt.

Definition 1.61 (Partition). Sei X eine Menge und P eine Familie von nicht-leeren, paarweise
disjunkten Teilmengen von X, so dass X = Upep P. Dann wird P eine Partition von X genannt.

Proposition 1.62 (Korrespondenz zwischen Aquivalenzrelationen und Partitionen). Sei X eine
Menge. Fiir eine gegebene Aquivalenzrelation ~ auf X ist die Menge

P ={lz]~ |z € X}
eine Partition von X. Umgekehrt definiert fiir eine Partition von P von X
r~py<sIPecP:xePANyeP

fiir x,y € X eine Aquivalenzrelation auf X. Des weiteren ist die Konstruktion der Partition aus
der Aquivalenzrelation und umgekehrt invers: Fir jede Partition P von X gilt P, = P und fir
jede Aquivalenzrelation ~ auf X gilt ~p_=r.

Bemerkung. Es gilt P.. = X/ ~, jedoch wollen wir beide Symbole mitfithren und unterschiedlich
interpretieren.

Beweis-Idee zu prop. 1.62. Verwende z ~ y < [z]. = [y]l~ & [2]~ N [y]~ # {} und zeige dass die
Menge der Aquivalenzklassen eine Partition bildet und umgekehrt, dass eine Partition Reflexivitét,
Symmetrie und Transitivitdt erfiillt und somit eine Aquivalenzrelation bildet. O

Seien X,Y Mengen, f : X — Y eine Funktion und ~ eine Aquiva.llenzrelation. Héufig will man
eine Funktion auf X/ ~ unter Verwendung der Repriisentanten der Aquivalenzklassen definieren.
Méglicherweise wollen wir durch

X/ ~= Y [z]s = f(2)

eine Funktion definieren. Dies ist aber nur dann méglich, wenn 7 ~ xo fiir 21,29 € X (also
[1]~ = [z2]~) auch f(z1) = f(x3) impliziert. In diesem Fall ist f([z].) unabhingig von der
Wahl des Repriisentanten 2 der Aquivalenzklasse [z].. Wir sagen dass Funktionen mit dieser (fiir
Funktionen notwendige) Eigenschaft wohldefiniert sind.



Lemma 1.67 (Funktionen durch Fallunterscheidungen). Seien X und Y Mengen und sei P eine
Partition von X. Angenommen es ist fiir jedes P € P eine Funktion fp : P — 'Y gegeben. Dann
existiert eine eindeutige Funktion f: X —Y, so dass f|p = fp fiir jedes P € P gilt.

Beweis-Idee. Fiir jedes € X existiert genau ein P € P. Definiere f nun sodass f(x) = fp(x).
Nach Konstruktion gilt f|p = f,. Die Eindeutigkeit bleibt noch zu zeigen. O

[A] 1.4.4 Méchtigkeit

Definition 1.69 (Gleichméchtigkeit). Zwei Mengen X,Y sind gleichmichtig, geschrieben X ~
Y, falls es eine Bijektion f: X — Y gibt.

Bemerkung. Die Gleichmichtigkeit definiert eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aller Mengen.
Fiir endliche Mengen A und B mit m bzw. n verschiedenen Elementen ist A ~ B genau dann,
wenn m = n gilt.

Definition 1.70 (Endliche Mengen). Wir sagen, dass die Kardinalitéit der leeren Menge () Null ist
und schreiben |@| = #0 = 0. Sei nun X eine beliebige Menge und n > 1 eine natiirliche Zahl. Die
Menge X hat Kardinalitét n, falls X gleichméchtig zu {1,...,n} ist. In diesem Fall schreiben
wir | X| = #X = n. Des Weiteren ist X eine endliche Menge und hat endliche Kardinalitiit,
falls | X| = n fiir n € Ny und wir schreiben auch |X| < oco. Ist X eine nicht-endliche Menge, so
nennen wir X eine unendliche Menge, bzw. X hat unendliche Kardinalitét und schreiben
| X| = 0.

Proposition 1.71 (Schubfachprinzip). Seien m > n > 1 natirliche Zahlen. Dann gibt es keine
injektive Abbildung von {1,...,m} nach {1,...,n}. Insbesondere sind zwei endliche Mengen X
und Y genau dann gleichmdchtig, wenn | X| = |Y| ist.

Beweis-Idee. Beweis durch Induktion. O

Ubung 1.72 (Schubfachprinzip mittels surjektiven Funktionen). Seien m > n > 1 natiirliche
Zahlen. (Zu zeigen:) Es gibt keine surjektive Abbildung von {1,...,n} nach {1,...,m}.

Ubung 1.73. Sei X eine endliche Menge und f : X — X eine Abbildung. (Zu zeigen:) (i)
Injektivitéit, Surjektivitit und Bijektivitdt von f sind dquivalent.

Theorem 1.74 (Cantors Diagonalargument). Sei X eine Menge. Dann ist X nicht zu seiner
Potenzmenge P(X) gleichmdchtig. Insbesondere ist die Menge N nicht gleichmdichtig zu P(N).

Beweis (Wiederspruchsbeweis). Nehme bijektive Funktion f : X — P(X) an und definiere die
Menge A ={z € X |x ¢ f(x)} € P(X). Nach Definition von A kann es aber kein a € X geben
sodass f(a) = A. Somit widerspricht dies der Surjektivitit von f. O

Definition 1.79 (Schméchtiger). Seien X und Y zwei Mengen. Dann sagen wir, dass X schmichtiger
als (oder genau formuliert hchstens so méichtig wie) Y ist und schreiben X <Y, falls es eine
Injektion f: X — Y gibt. (... echt schmichtiger oder weniger méichtig).

Theorem 1.81 (Cantor, Schroder, Bernstein). Seien X wund Y Mengen, so dass X <Y und
Y < X. Dann gilt X ~Y.

Oder aus Grundlagen, Kapitel 1, Ein Beweis zu Cantor-Schrider-Bernstein:

Theorem (Cantor-Schréder-Bernstein). Seien A, B zwei Mengen mit |A| < |B| und |B| < |A|.
Dann folgt, dass |A| = |B].

Beweis. Aufgrund der Annahme existieren zwei bijektive Funktionen f: A — Bund g: B — A.
Verwende diese um eine Bijektion zwischen A und B aufzustellen. O



Definition 1.84 (Kardinalitit einer Menge). Die zu einer Menge X gehérenden Aquivalenzklasse
beziiglich Gleichméchtigkeit wird die Kardinalitét der Menge X genannt und als | X| geschrieben.
Falls X endlich ist und genau n verschiedene Elemente hat, dann schreiben wir |X| = n. Eine
Menge heisst abzdhlbar unendlich, falls sie die Kardinalitét |N| hat oder in anderen Worten
gleichméchtig zu N ist. Die Kardinalitdt von N wird auch Xy, gesprochen Aleph-0, genannt.

Definition 1.86 (Das Kontinuum). Eine Menge X heisst iiberabzihlbar, falls N schméchtiger
ist als X, aber N nicht gleichméchtig zu X ist. Nach Theorem 1.74 ist P(N) iiberabzihlbar. Die
Kardinalitéit von P(N) wird auch mit ¢ bezeichnet und das Kontinuum genannt.

1.2 Gruppen

Definition 1.1 (Gruppe). Eine Gruppe (G,e,-) ist eine Menge G versehen mit einem Element
e € G (das neutrale element) und einer Verkniipfung - : G x G — G mit folgenden Eigenschaften:

1. (Assoziativitédt von -) Fiir alle a,b,c € G gilt (a-b)-c=a-(b-c).
2. (Neutrales Element) Fiir alle g € Ggilte-g=g-e=g.
3. (Inverses Element) Zu jedem g € G gibt esein ¢ e Gmit g-¢g' =¢ - g =e.
Proposition 1.2 (Eigenschaften einer Gruppe). 1) Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt

2) Das inverse Element von G ist eindeutig bestimmt. (Dadurch konnen wir a=! fiir das inverse
Element von a schreiben.)

3) Fiir alle a,b € G gilt (a™*)™! = a und (ab)™* =b"1a"t.

4) Fir alle a,b,c € G gilt ab = ac genau dann wenn b = ¢ und ba = ca genau, dann wenn
b=rc.

Definition 1.3 (Abelsche Gruppe). Eine Gruppe (G,e,-) heisst abelsch oder kommutativ, falls
a-b=1">-a fir alle a,b € G gilt.

1.2.1 Wichtiges Beispiel: Restklassen modulo n

Um Restklassen zu definieren betrachten wir die folgend Aquivalenzrelation auf Z: Sei n € N. Wir
definieren fiir a,b € Z

an~p,b <= (b—a)ist durch n teilbar <= A €Z:(b—a)=In.
Fiir ~,, gibt es n verschiedene Aquivalenzklassen, die man durch , Restklassen“ darstellen kann:
[a]~, =a+nZ :={a+nl|leZ}={alle ganzen Zahlen mit Rest a bei Division mit n}

Wir schreiben @ fiir [a]..,, wenn n aus dem Zusammenhang klar ist. Des Weiteren schreiben wir
a = b modulo n oder a = b mod n oder a = b(n), falls a ~,, b.

Definition 1.11 (Restklassen). Sein € N. Wir schreiben Z/nZ fiir die Menge de Aquivalenzklassen
von ~,,, das heisst
Z/nZ =17] ~,={0,1,...,(n—1)}

Definition 1.12 (Addition auf Z/nZ). Seien @,b € Z/nZ. Wir definieren
a+bi=a+b
Lemma 1.13. Die Addition in Definition 1.12 ist wohl definiert.

Beweis-Idee. Seien a,a’ € Z mit @ = a/ zwei moglicherweise verschiedene Reprisentanten einer
Restklasse und b,b' € Z mit b = b’ Es ist zu zeigen, dass a +b=a’ +¥'. O

Theorem 1.14. Die Menge Z/n7Z zusammen mit der obigen Addition ist eine abelsche Gruppe.

Beweis-Idee. Es miissen vier Eigenschaften iiberpriift werden: Assoziativitit folgt aus Assoziati-
vitdt in Z, 0 ist das neutrale Element, —a ist die Inverse von @, Die Gruppe ist abelsch, da Z
abelsch ist. O



1.2.2 TUntergruppen, Homomorphismen und Isomorphismen

Definition 1.16 (Untergruppe). Sei (G,-) eine Gruppe. eine Teilmenge H C G hiesst eine Un-
tergruppe (von G), falls das Folgende gilt:

e H ist nicht leer.
e Fiir alle hl,hQ eH gﬂt hihs € H.
e Fiir alle h € H gilt h=* € H.

Definition 1.19 (Homomorphismus und Isomorphismus). Seien (G,-) und (H, ) zwei Gruppen.
Eine Abbildung ¢ : G — H ist ein Homomorphismus, falls fir alle g1,g2 € G gilt p(g1 - g2) =
©(g1) * ©(g2). Ein bijektiver Homomorphismus nennen wir einen Isomorphismus.

Lemma 1.20. Sei ¢ : (G,eq, ) = (H,em,*) ein Homomorphismus. Dann gilt:
(a) pleq) = ey, wobei eq und ey jeweils die neutralen Elemente von G und H sind.

(b) o(a=t) = (a)~! fiir alle a € G.

1.3 Ringe und Korper
1.3.1 Ringe
Definition 1.24 (Ring). Eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen
+:Rx R — R,(a,b) — a+ b (Addition)
-:Rx R— R,(a,b) — a-b (Multiplikation)
heisst Ring, falls:
(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(R2) - ist assoziativ.
(R3) Fir alle a,b,ce Rgilta-(b+c¢)=a-b+a-cund (a+bd)-c=a-c+b-c.
Des Weiteren definieren wir:
e R heisst kommutativ, falls fiir alle a,b € Rgilt a-b=10-a.

e R heisst Ring mit Fins, falls es ein Element 1 € R gibt, sodass 1-a =a-1=afirallea € R
gilt. Das Element 1 € R mit dieser Eigenschaft heisst Einselement.

Beispiel 1.26 (Restklassen). Wir betrachten Z/nZ fiir n € N. Wir definieren fiir @,b € Z/nZ:

a-b=a-b
Mit dieser Definition ist (Z/nZ,+,-) ein (endlicher) kommutativer Ring dem Einselement 1.
Lemma 1.27. Fir alle a € R haben wira-0=0-a = 0.

Wenn wir einen Ring R mit Eins haben, kénnten wir uns fragen, ob es auf R eine Gruppen-
struktur beziiglich Multiplikation gibt. In diesem Fall wire 1 € R das neutrale Element. Jedoch
bildet das Element 0 € R ein Problem (Lemma 1.27). Wir kénnten uns nun fragen ob es auf R\ {0}
eine solche Gruppenstruktur gibt. Jedoch sehen wir, dass zum Beispiel in Z/nZ, 2 -2 = 0 ist, und
R\ {0} somit keine multiplikative Gruppe sein kann, da die Menge nicht einmal abgeschlossen ist
beziiglich der Multiplikation.

Definition 1.28. Ein Ring heisst nullteilerfrei, wenn fiir alle a,b € R mit ab = 0 folgt, dass a = 0
oder b = 0.



1.3.2 Korper
Definition 1.30 (Kérper). Eine Menge K (oder (K, +,-,0,1) zusammen mit zwei Verkniipfungen
+:K x K — K,(a,b) = a+b (Addition)
-t K x K — K, (a,b) = a-b (Multiplikation)
heisst Korper, wenn Folgendes gilt:

(1) K zusammen mit der Addition ist eine abelsche Gruppe (0 ist ihr neutrales Element, —a die
Inverse von a € K).

(2) Sei K* := K\ {0}. Dann ist (K*,-,1) eine abelsche Gruppe. Das heisst, fiir alle a,b € K*

ist ab € K* und fiir alle a € K existiert ein b € K™ mit ab = 1. In diesem Fall schreiben

wir b=a"! =: é und allgemeiner schreiben wir 5 := cd™ 1.

(3) Es gelten die Distributivgesetze: a- (b+¢)=a-b+a-cund (a+b)-c=a-c+b-c

Kurz gesagt ist ein Korper ein Ring mit Eins, wo jedes von Null verschiedene Element eine mul-
tiplikative Inverse hat.

Definition 1.32 (alternative direkte Definition). Ein Korper ist ein Tupel (K, +, -, 0, 1) bestehend
aus einer Menge K mit zwei Abbildungen + und - und ausgezeichneten Elementen 0,1 € K, so
dass die Korperaxiome gelten:

o Assoziativitdt, Kommutativitit, Neutrales Element, Inverses Element der Addition

o Assoziativitit, Kommutativitit, Neutrales Element, Inverses Element der Multiplikation
o Distributivitdt

o Nichttrivialitit (1 # 0)

Lemma 1.33 (Folgerungen aus der Definition eines Korpers). (a) Es gilt 1 # 0. Das heisst, je-
der Korper hat mindestens zwei Flemente.

(b) Esgilt0-a=a-0=0.
(c) Falls a-b=0, dann ist a =0 oder b = 0. Anders gesagt, ist jeder Kiorper nullteilerfrei.
(d) Wir haben a-(—b) = —(a-b) und (—a) - (=b) =a-b.
(e) Fallsz-a=y-a mita € K* und z,y € K, dann folgt x = y.
Lemma 1.35. Der Ring Z/nZ ist genau dann nullteilerfrei, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis-Idee. ,=* (Kontraposition) Zeige ,n ist nicht prim® = ,Z/nZ ist nicht nullteilerfrei®.
»<" Nehme jetzt an, dass n eine Primzahl ist. Seien k,l € Z/nZ mit k-1 = 0. Zeige dass
k=0 oder [ =0. O

Lemma 1.37. Sei R ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit 1, so dass 1 # 0. Falls R endlich
viele Elemente besitzt, dann ist R ein Korper.

Beweis-Idee. Sei R ein Ring wie im Lemma vorausgesetzt. Zeige nun dass jedes a € R\ {0} eine
multiplikative Inverse hat. O

Korollar 1.38. Seip eine Primzahl. Dann ist Z/nZ ein Korper mit p Elementen. Das Nullelement
ist 0 und das Einselement ist 1.

Definition 1.41. Sei (K,0,1) ein Korper. fir n € N definieren wirn-1=14---+1 € K. Die
Charakteristik von K ist dann definiert als

char(K) = 0, falls n-1#0 fir allen € N
~ |min{n|n-1=0}, sonst

Beachte, dass char(K) € NU {0}!
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1.4 Polynome

Definition 1.43 (Polynom). Sei K ein Kérper und = eine Unbestimmte (unbekannte Variable).
Wir nennen einen formalen Ausdruck der Form

f(x) =ap + a1z + axx® + - + a,z",
wobei n € N und a; € K fiir alle 1 <14 < n, ein Polynom iiber K. Die Menge
K[z] = {f(z) wie oben, mit n € N und a; € K fiir alle 0 <i <n}
heisst der Polynomrawm tiber K (mit Unbestimmter z).

Definition 1.45. Das Polynom mit a; = 0 fiir alle £ € NU {0} heisst das Nullpolynom und wird
einfach mit 0 € K|[z] bezeichnet. Normalerweise schreiben wir f € K[z] statt f(z) € KJz]. Der
Grad von f € K|z] wie in Definition 1.43 definieren wir als

—00, falls f =0
max{k € N | a; # 0}, sonst

deg(f) = {

Manchmal verwendet man das Summenzeichen, um Polynome kiirzer zu schreiben:

n
E arz”® = apx® + a1zt + -+ apz”.
k=0

Der hichste Koeffizient, der ungleich Null ist, heisst der Leitkoeffizient (oder fiihrende Koeffizient).
Wenn der Leitkoeffizient 1 ist, dann heisst das Polynom normiert. Polynome der Form a;z! fiir ein
I € N heissen Monome. Wir konnen zwei Polynome f, g € K|[z| addieren und multiplizieren, indem
wir die iiblichen Regeln der Kommutativitéit, Assoziativitdt und Distributivitit sowie Potenzregeln
benutzen.

Ubung 1.46. Seien f,g € K[z] nicht Null. Es ist zu zeigen, dass deg(fg) = deg(f) + deg(g).
Jedoch beachte, dass deg(f + g) = max(deg(f),deg(g)) nicht unbedingt gilt!

Bemerkung (Priizise Definition der Addition und Multiplikation). Seien f,g € K[z] mit entspre-
chenden Folgen {ax}72, und {bx}32,.

e f+ g ist das eindeutige Polynom, das der Folge {c;}72, mit ¢ = ay + by entspricht.

e f g ist das eindeutige Polynom, das der Folge {c;}%2, entspricht, wobei

k
¢ = agbg + a1bp—1 + -+ agby = g aibg—; = E aib;.
i=0 0<i,j<k
it+j=k

Definition 1.49. Elemente von Q[z] (resp. R[z], Clz]) heissen rationale Polynome (resp. reelle
Polynome, komplexe Polynome).

Definition 1.50 (Teilbarkeit). Seien f,g € K[x]. Wir sagen, f teilt g und schreiben f | g, falls
ein h € K[x] existiert, so dass g = f - g

1.4.1 TUnterschied zwischen Polynomen und Polynomfunktionen

Fiir die unbestimmte z in K[z] kann man verschiedene Dinge einsetzen, unter anderem Elemente
von K. Wir definieren die ,, Auswertungs-Abbildung” (engl. evaluation) durch

evg : K[z] = Abb(K, K) = {Funktionen von K nach K},
[ evi(f),
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wobei
evi(f): K = K,
A= f(A) =ag+a A+ +a, A"

fir f=ag+a1x+ -+ az™.

Wir mochten zwischen f € K[z] und evi(f) unterscheiden, da evik im Allgemeinen nicht
injektiv ist, zum Beispiel ist in F[z], 23 — 2 = 0! In einem Korper mit unendlich vielen Elementen
ist evk jedoch in der tat injektiv.

1.4.2 Division mit Rest in K([z]

Lemma 1.45 (Division mit Rest). Sei f € K[z] ein beliebiges Polynom und 0 # g € K|x]. Dann
gibt es Polynome q,r € K|[z|, so dass f = qg + r mit deg(r) < deg(g) oder r = 0.

Beweis-Idee. Zeige das Lemma zuerst fiir deg(g) = 0. Dann fiir deg(g) > 1, beweise die (eindeutige)
Existenz von ¢ und r mittels Induktion iiber deg(f). O

In der Praxis benutzt man oft die ,schriftliche Division* um Division mit Rest durchzufiihren.

1.4.3 Nullstellen

Wir sagen, dass a € K eine Nullstelle von 0 # f € K|z ist, falls f(a) = 0.

Korollar 1.57 (Linearfaktorzerlegung). Sei a € K und f € Klz] ein von Null verschiedenes
Polynom. Dann ist a eine Nullstelle von f genau dann, wenn (x —a) ein Teiler von f in K|[z] ist.

Beweis-Idee. Wende Division mit Rest mit g(xz) = z — a an: f(z) = ¢(x)(z — a) + r(z) mit
deg(r) < deg(g) = 1. Nun zeige f(a) =0 <= (x — a) ist ein teiler von f. O
Das Polynom (z — a) kann mehrmals ein Polynom P € K|z] teilen. Dann spricht man von

mehrfache Nullstelle.

Definition 1.58. Sei p € K[z] mit deg(p) > 0. Fiir a € K definieren wir die Vielfachheit von a
bei p durch
w(p | a) :=max{r e NU{0} | 3¢9 € K[z] mit p = (z — a)"g}.

Beachte, dass p(p | a) fiir jedes a € K definiert ist, und einfach 0 ist, wenn a keine Nullstelle
vo p ist.

Korollar 1.59 (Anzahl Nullstellen). Fir f € K[z] von Grad n € NU{0} ezistieren hochstens n
verschiedene Zahlen a € K mit f(a) = 0.

Beweis-Idee. Falls deg(f) = 0 hat f keine Nullstellen. Nun nehme an, dass deg(f) > 0 und
dass eine Nullstelle a € K existiert und verwende dass ein Polynom g € KJz| existiert mit

f(z) = (z = a)g(2). =

1.4.4 Polynome iiber R und C
Fundamentalsatz der Algebra

Theorem 1.60 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei P € Clx] mit deg(P) > 0. Dann existiert
A € C mit P(\) = 0.

Korollar 1.61. Sei P € C[z] mit deg(P) = n > 0 und Leitkoeffizient a € C. Dann existieren
A,y .., A, € C paarweise verschieden, so dass

und Uy + -+ 1, = 3F

i=1

l; =n gilt.

Dies bedeutet, dass alle Losungen von Polynom-Gleichungen in C enthalten sind.
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Reelle Polynome

Lemma 1.62. Sei P € R[z] C C[z] und A € C eine Nullstelle von P. Dann ist X (komplex
Konjugierte von \) auch eine Nullstelle von P.

Beweis-Idee. Benutze die Eigenschaften der komplexen Konjugation: Vo, 8 € R: - f =@ - B A
at+pf=a+pfAa=a < a€eR O

Lemma 1.63. Sei A € C\ R und ¢ := (x — \)(z — A). Dann gilt qx € R[z], deg(gy) = 2 und gy
hat keine reelle Nullstelle.

Lemma 1.64. Sei P € R[z] und A € C\ R. Dann ist u(P | \) = u(P | \).

Korollar 1.65. Fiir jedes P € R[z| existieren k,l € NU{0} und n1,...,mx € R und Ay,..., N €
C\ R, so dass {m,..., Mk, A1,..., N/} alle Nullstellen von P sind und deg(P) = k + 2.

In anderen Worten, Nullstellen, die nicht reell sind, kommen in paaren A und A vor.

Korollar 1.66. Sei P € R[z] und k,1 € NU{0}, m1,...,mx € R, A1,..., A\ € C\R wie in Korollar
1.65. Dann gilt

Pla) = —m)- =) ax o = [[@—m) [ an

und dieses Produkt kann man nicht weiter in Rlx] zerlegen.

2 Vektorraume

Definition 2.1 (Vektorraum). Ein Vektorraum iiber einem Korper K ist eine Menge (V, +, ) mit
zwei Verkniipfungen

+:VxV =V, (v1,v2) = v1 + v
KXV =V (a,v)—a-v=av
so dass folgende Axiome gelten:
V1) Yoi,v9,v3 €V i vy + (vg +v3) = (v1 +v2) + v3
V2) I0=0y e VVweV:0+v=w
V3) YoeVI eV iv+v =0
Yui,v9 €V i vy + v =g + 11

V6) YveV:l-v=vw

(
(
(
(V4
(
(
(

)

)

)
V5) Va,be K,veV:ia-(b-v)=(a-b) v

)
V7) Va € K,v1,v2 €V :ia-(vy+v2) =a-v1+a-ve
(V8) Vaj,as e K,v eV (a1 +as)-v=a1-v+az-v

Lemma 2.2 (Folgerungen aus den Vektorraumaxiomen). Sei V' ein Vektorraum dber einem
Korper K. Dann gilt:

(a) Der Nullvektor in (V2) ist eindeutig und wird mit Oy bezeichnet, wenn Verwechslungsgefahr
besteht.

(b) Die additive Inverse in (V8) ist eindeutig und wird mit —v bezeichnet. Damit bedeutet w —
vi=w+ (—v) firweV.
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(c) FiralleveV gilt 0-v=0 (oder priziser: Ok - v =0y ).

(d) Fir alle a € K gilt a-0=0 (oder priziser: a -0y = Oy ).

(e) Fiir allev €V gilt —=1-v = —wv.

(f) Fiir allev €V gilt —(—v) = v.

(9) Fiir alle a € K,v € V mit av =0 folgt, dass a =0 oder v = 0.
(h) Assoziativitit gilt fiir die Summe von n Elementen.

Beispiel 2.3 (Der Koordinatenraum K™). Sei K ein Kérper und n € N. Wir definieren den
Koordinatenraum (iiber K) durch

Kn:{(al,...,an)|ai€K71§7;§n}

Die Addition auf K™ ist durch komponentenweise Addition definiert: Fiir v = (aq,...,a,) und
w = (b1,...,b,) € K" definieren wir

v+w=(ar,...,an)+ (b1,...,by) = (a1 +b1,...,an + by).
Skalarmultiplikation ist ebenfalls komponentenweise definiert: Fiir a € K ist
a-v=a-(ay,...,an):= (aan,...,aa).

Mit diesen Definitionen folgen alle Axiome der Vektorraumstruktur auf K™ aus den entsprechenden
Axiomen der Korperstruktur auf K.

Definition 2.5 (Untervektorraum). Sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine Teilmenge W C V heisst
ein Untervektorraum von V, falls das Folgende gilt:

(UVR1) W ist nicht leer.

(UVR2) Fiir alle wy,wy € W ist wy +ws € W.

(UVR3) Fiir alle a € K,w € W ist aw € W.
Ubung 2.6. Folgende Aussagen sind zu zeigen:

(a) Sei 0 € V der Nullvektor und (UVRY’) die Aussage 0 € W. Es gilt (UVRI’) A (UVR2) A
(UVR3) < (UVRI1) A (UVR2) A (UVR3).

(b) Vay,as € KVwy,wy € W : aqw; + agwy € W <= (UVR2) A (UVR3)
Lemma 2.7. Sei V ein Vektorraum tiber K und W C V' ein Untervektorraum. Dann ist W auch
ein Vektorraum tiber K mit der induzierten Addition und Skalarmultiplikation von V.
2.1 Ein Haufen Beispiele und ein bisschen Theorie
Theorie-Intermezzo

Definition 2.12 (Matrix). Sei K ein Kérper und seien m,n € N. Eine m x n Matriz

A = (aij)1<i<m
1Z52n

iiber K ist eine rechteckige Anordnung von Elementen in K mit m Zeilen und n Spalten. Die
Skalare a;; heissen die Eintrdge der Matrix A. Wir schreiben M, «, (K) fiir die Menge aller m x n
Matrizen iiber K.
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T
Definition (Matrix-Vektor Multiplikation). Sei A = (ai;)ij € Mmxn(K) und v = | | €
T,
K§,q- Wir definieren
1171 + -+ a1y
A21T1 + -+ + AopTy

Am1T1 + -+ AmnTn
Bemerke, dass Av € Kg,;. Fiir alle v,w € K§g,,, und fiir alle a € K gilt Folgendes:
A(v +w) = Av 4+ Aw und A(av) = aA(v).

Definition 2.13. Seien A € Mp,xn(K),z € K"(= Kg,,,) und b € K™ (= Kg,,,;). Eine Gleichung
der Form Az = b heisst ein lineares Gleichungssystem tiber K.

Beispiel 2.15 (Losungen von Linearen Gleichungssystemen). Sei A € M, x,(K) und b € K™.
Dann ist L = Ly, = {x € K™ | Az = b} C K" ein Untervektorraum genau dann, wenn
b=0ec K™.

Folgenrdume

Sei K ein Korper. Wir definieren den Folgenraum K durch K = {(a;)2, | a; € K,i =
1,2,...}. Die Addition und Skalarmultiplikation definieren wir folgendermassen:

(al,CLQ,...)+(b1,b2,...) = (a1+b1,a2+b2,...)

a-(ay,as,...) = (aa,aas,...).

K mit der Addition und Skalarmultiplikation ist ein Vektorraum.

Untervektorrdume von Folgenrdumen

Beispiel 2.20. Sei Fib = {(a;)2; | an = an—1 + a2 fiir alle n > 3}. Dann ist Fib ein Unter-
vektorraum von K°.

Beispiel 2.22. Fiir jedes n € N definieren wir W, := {(a;)$2; | a; = 0 fiir alle i > n} C K. Es
gilt W,, € W, genau dann, wenn n < m. Wir definieren Wy, := J,,~; Wi. (Ubung 2.23) Es gilt
Woo = {(a:)2; | 3IM € NVi > M : a; = 0}. W ist ein Untervektorraum und heisst Raum der
Folgen mit endlichem Trdger.

Funktions-Raume
Sei K ein Korper, und sei S eine nicht leere Menge. Wir definieren
K% =Abb(S,K)={f:S <« K| f ist eine funktion}.

Um K mit einer Vektorraumstruktur zu versehen definieren wir eine Addition und Skalarmulti-
plikation fiir f,g € K° und a € K:

(f +xs 9)(x) = f(x) +x g(x)
(a-gxs f)(x) = a K f(z).
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Polynomriume

Sei K ein Korper. Auf Kz] wurde die Addition bereits in Bemerkung 1.48 definiert. Seien
a€ Kund f=ap+a1z+ -+ apa™ € K[z], dann definieren wir die Skalarmultiplikation:

a-f=a- (ag+ax+--+apz") :=aap + a1z + - + aa,x".

Mit dieser Addition und Skalarmultiplikation ist K[z] ein Untervektorraum von K*.

Weiter kann man mit Matrizenrdumen und der Potenzmenge Vektorrdume definieren.

2.2 Zuriick zur Theorie
2.2.1 Span und Linearkombinationen

Lemma 2.34. Sei V ein Vektorraum iiber K, I eine Indexmenge und (W;);e; eine Familie von
Untervektorraumen. Dann ist W = (,c; Wy ein Untervektorraum.

Definition 2.35 (Erste Definition des Spans). Sei S C V. Wir definieren den Span Sp(S) von S
durch Sp(S) := Ny en W, wobei N = {W | S € W, W ein Untervektorraum von V'}.

Lemma 2.36. Sei S C V eine Teilmenge. Dann ist Sp(S) der kleinste Untervektorraum, der S
enthdlt. Das heisst, es gilt:

(1) Sp(S) ist ein Untervektorraum.
(2) Wenn S CW fiir W CV ein Untervektorraum, dann ist Sp(S) C W.

Definition 2.37. Sei n € N (endlich!) und seien ay,...,a, € K und vy,...,v, € V. Ein Vektor
v €V der Formv =av1+---+a,+v, = Z?zl a;v; heisst eine Linearkombination von vy, ..., v,
(iber K ). Die Skalare aq, ..., a, heissen die Koeffizienten der Linearkombination.

Lemma 2.39 (Aquivalente Definition des Spans). Sei S C V eine (nicht leere) Teilmenge:

Sp(S) ={a1v1 + -+ apv, | nE€Nya; € K,v; €S fiir allel <i<n}

= {alle Linearkombinationen von Vektoren aus S}.
(Definition 2.41) Beachte, dass Sp(vy,...,v,) := Sp({v1,...,vn}).

Definition 2.34. Wir sagen, dass V von S C V erzeugt wird, falls Sp(S) = V. (,,S spannt V
auf, S ist ein Frzeugendensystem von V). Dasselbe gilt fiir Untervektorrdume.

Definition 2.44. Ein Vektorraum V heisst endlich-dimensional, falls es S C V gibt, so dass
|S] < oo und Sp(S) = V.

2.2.2 Beispiele

aii ... Gin T

) € Mpyxn(K) und x = ( :

Tn

Lemma 2.50. Sei A = ( > € K™. Wir definieren die

Am1l o Amn

Spaltenvektoren v1,...,v, in K™ durch die Spalten von A = (v1 v:2 v:n ) Dann gilt:

| | | n
Ar=x1- v1 | +a2- |va |+ +xpn- | vn :invi.
| | | i=1

Seien vy, ...,v, € K™ und w € K™. Um herauszufinden ob w € Sp(vy,...,v,) ist, betrachte

die Matrix A = (v:1 U:z v:n) und das Gleichungssystem Az = w.
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2.2.3 Lineare Unabhingigkeit und die Definition einer Basis

Lineare Unabhingigkeit

Definition 2.57. Sei n € N. Eine endliche Menge {v1,...,v,} C V ist linear unabhdinging, falls

aus a1vy + -+ - + apvy, = 0 fiir aq,...,a, € K stets folgt, dass a; =0,...,a, = 0.
Dies besagt, dass v1,...,v, genau dann linear unabhéngig sind, wenn 0-vy +---+0-v, =0
die einzige Beschreibung des Nullvektors als Linearkombination von vy, ..., v, ist.

Definition 2.59. Eine nichtleere Menge S C V heisst linear unabhdngig, falls jede endliche
nichtleere Teilmenge von S linear unabhéngig ist.

Definition 2.62. Eine Menge heisst linear abhingig, falls sie nicht linear unabhéngig ist.
Definition 2.63. Die triviale Linearkombination von vy,...,v, ist 0=0-v1 +---+0-v,.

Definition 2.64. Eine nichtleere Menge S C V heisst linear abhdngig, wenn es paarweise verschie-
dene vy, ...,v, € S gibt und aq,...,a, € K, die nicht alle Null sind, so dass a1v1 +- - -+ anv, = 0.

Lemma 2.66. Sei S linear unabhdingig und O # S’ C S. Dann ist auch S’ linear unabhingig.

Definition 2.67. Eine Menge S C V heisst eine Basis (fiir V), falls S linear unabhéngig ist und
V von S erzeugt wird.

Proposition 2.68. Eine Menge S C V ist eine Basis von V' genau dann, wenn jedes v € V in

einer eindeutigen Weise als Linearkombination von Vektoren aus S geschrieben werden kann.

2.3 Endlich-dimensionale Vektorriaume

Lemma 2.72. Seien vy, ...,v, linear abhingig in V. Dann existiert ein 1 < j < m mit
(a) vj € Sp(vi,...,vj—1) und
(b) Sp(vi, ..., Vj—1,Vj41, -, Um) = SP(V1, ..., Um).

Lemma 2.74. Angenommen wir haben in Lemma 2.72 zusdtzlich die Bedingung, dass v, ..., v
fiir k < m linear unabhingig sind. Dann gilt k < j.

Lemma 2.75. Seien wy,...,w, € V mit Sp(wi,...,w,) =V undv € V. Dann sind v,w, ..., w,
linear abhdngig.

Lemma 2.76. Seien vy,...,v, € V mit Sp(v1,...,v,) = V und seien uy,...,uy, € V linear
unabhdngig. Dann gilt m <n.

Theorem 2.78. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K. Dann hat
V' eine Basis mit endlicher Linge. Ausserdem hat jede Basis von V' die gleiche Linge.
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Lemma 2.79. Sei vy,...,v, ein Erzeugendensystem. Dann enthdlt vy, ..., v, eine Basis.

Lemma 2.80. Seien wn,...,w; € V, so dass w; & Sp(wi,...,w;—1) fir alle 1 < j <1 ist. Dann
sind w1, ..., w; linear unabhdngig.

Definition 2.81 (Dimension). Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Wir definieren die
Dimension von V als dim V' = n, wobei n € NU {0} die Lénge einer Basis von V ist.

Theorem 2.83 (Hamel Basis). Jeder Vektorraum dber K hat eine Basis. Je zwei Basen haben
die gleiche Kardinalitit.

Lemma 2.84. Jede linear unabhingige Teilmenge von V' kann man zu einer Basis von V' erwei-
tern.

2.3.1 Gleichgewicht
Maximale linear unabhingige Mengen und minimale Erzeugendensysteme

Satz 2.85. Sei V ein Vektorraum mit dim V' = n, wobei n € NU{0}. Fiir eine Liste vy,...,v, €V
der Lange n sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Die Vektoren vy, ..., v, sind linear unabhdingig.
(2) Die Vektoren vy, ...,v, sind erzeugend.
(3) Die Vektoren vy, ...,v, bilden eine Basis.

Korollar 2.87 (Fehlendes Gleichgewicht). Sein =dimV < oco.

(a) Eine Menge vy, ..., v mit k < n ist nicht erzeugend.
(b) Eine Menge v, ... v mit n < k ist linear abhingig.
Aus Lemma 2.50 folgt, dass v, ...,v, € K™ linear unabhéngig sind genau dann, wenn
| AVEAT
v1 V... Up =1 €K™
| | | T 0
nur die triviale Losung x1 = - - - = z,, = 0 hat, was man mit Gauss bestimmen kann. vy, ..., v, ist

eine Basis von K™, falls n = m und obige Gleichung nur die triviale Losung.

2.3.2 Basen von Vektorrdumen ohne Gaussische Elimination
Korollar 2.90. Jeder Untervektorraum hat eine Basis.

Proposition 2.91. Seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und U ein Untervektorraum.
Dann ist U auch endlich-dimensional und dimU < dim V. Ausserdem gilt dimU = dim V' genau
dann, wenn U =V ist.

2.3.3 Zeilen- und Spaltenraum und die Gaussische Elimination

Definition 2.91 (Zeilen- & Spaltenraum). Sei A € M, x,(K) und seien uq,...,u,, € K™ die
Zeilen der Matrix und vy, ..., v, € K™ die Spalten der Matrix. Wir definieren

ZR(A) = Zeilenraum(A) = Sp(ug, ..., Umy,) € K"
SR(A) = Spaltenraum(A) = Sp(v1,...,v,) C K™.
Lemma 2.93. Seien A, B € M,,,xn(K), so dass B durch Zeilenoperationen aus A entstanden ist.

Dann gilt ZR(A) = ZR(B). Aber SR(A) = SR(B) gilt dann nicht unbedingt!
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Definition 2.95 (Spalten- & Zeilenrang). Seien n,m € N und A € M,,x,(K). Wir definieren
den Spaltenrang und den Zeilenrang von A durch

Spaltenrang(A) := dim SR(A),

Zeilenrang(A) := dim ZR(A).
Lemma 2.97. Sei B € M, xn(K) eine Matriz in Zeilenstufenform. Dann sind die Zeilen, die
keine Nullzeilen sind, eine Basis des Zeilenraums ZR(B). Insbesondere gilt dim ZR(B) = Rang(B).

Ahnlich gilt: Die Spalten, die die Pivots enthalten, sind eine Basis des Spaltenraums. Insbesondere
gilt Spaltenrang(B) = Zeilenrang(B).

Bemerkung. Fiir eine Matrix A ist Rang(A) die Anzahl der Pivots einer Matrix in Zeilenstufenform,
die durch Zeilenoperationen auf A entstanden ist.

Korollar 2.98. Der Rang einer Matrix A ist wohl-definiert. Das heisst, der Rang hdngt nicht von
den Zeilenoperationen ab, die zur Stufenform fithren.

Korollar 2.99 (Algorithmus zur Berechnung einer Basis aus einem Erzeugendensystem in K™).
Sei U = Sp(ut,...,um) € K™ Um eine Basis fir U zu finden, schreibt man uy, ..., uy, als
Zeilen einer Matriz A € M,xn(K). Mit Zeilenoperationen fihrt man A zu einer Matriz B in
Zeilenstufenform tber. Dann sind die Zeilen von B, die keine Nullzeilen sind, eine Basis von U.

Definition 2.100 (Transposition). Sei A = (a;;)ij € Mpmxn(K). Wir definieren die Transponierte
von A als die Matrix
AT = (bij) 1<i<n € Mimxn(K)

1<j<m

mit b;; = aj;. Sei 1 < k < n. Dann gelten folgende Eigenschaften:
e Die k-te Zeile von AT ist die k te Spalte von A.
e Die k-te Spalte von A7 ist die k te Zeile von A.
o (A+B)T =AT + BT,

(AA)T = 2AT.

(AT)T = A.

SR(A) = ZR(AT).
o ZR(A) = SR(AT).

Spaltenoperationen auf A sind dasselbe wie Zeilenoperationen auf A”.

Satz 1.102. Seien m,n € N und A € My, xn(K). Es gilt Spaltenrang(A) = Zeilenrang(B).

Korollar 2.104. Sei A eine Matrix und ji,...,J, die Indizes der Spalten mit Pivots einer
Matriz, die aus A durch Zeilenoperationen in Stufenform gebracht wurde. Seien A" die Spal-
ten von A. Dann ist {AUV), ... AU} eine Basis des Spaltenraums von A. Dies Zeigt auch
dim Spaltenraum(A) = dim Zeilenraum(A).

2.3.4 Summen

Definition 2.106 (Summe). Wir definieren fiir Untervektordume Uy, ..., U, von V die Summe
vonUy,...,UyalsUr+--+ U, ={ur +-+u, |u, €U; firi=1,... ,n}

Proposition 2.107. Seien U, W CV zwei Untervektorraume. Es gilt
(1) U+ W = Sp(UUW) und damit ist U + W der kleinste Untervektorraum, der U und W
enthdlt.
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(2) Falls U+W endlich-dimensional ist, dann kann man folgendermassen eine Basis von U+ W
bilden: Seien k = dim(U N W), = dim(U) und m = dim W.

(a) Man wdihlt eine Basis p1,...,pr von UNW.

(b) Man wihlt eine Basis p1,...,pg, U1, ..., U—g fir U und eine Basis 1, ..., Pk, W1, -« ., Wy—k
fir W.
Dann St 1, . oo Py Uty e v vy Ul—fo, W1, - - -, Wey_k €ine Basis fir U+ W.

(3) Insbesondere gilt die sogenannte Dimensionsformel:

dimU+W =dimU +dimW —dimU NW.

Direkte Summen

Proposition 2.110. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iber K und seien U W C V
zwei Untervektorrdume. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Es gilt dim(U + W) = dimU + dim W.
(2) Es gilt dim(U N W) = 0.
(3) Es gilt UNW = {0}.
(4) Jedes v € U+ W ist eindeutig darstellbar als v=u+w mitu € U und w € W.
(5) Falls 0 =u+w mit w e U und w € W, dann ist w =0 und w = 0.
Ubung 3.60:
(6) Sei A € Mpxn(K) und B € My x,(K). Dann gilt (AB)T = BT AT.
(7) Sei A € GL,(K). Es gilt AT € GL,(K) und (AT)=1 = (A~HT.

Definition 2.111 (Direkte Summe). Falls eine der dquivalenten Bedingungen in Proposition 1.110
gilt, dann sagen wir, dass U+W die direkte Summe von U und W ist und schreiben U+W = UgW.

Proposition 2.112. Seien V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und U ein Untervektorraum.
Dann ezistiert ein Untervektorraum W mit V=U @ W.

Definition 2.113 (Komplement). Ein Untervektorraum W wie in Proposition 2.112 wird ein
Komplement von U in V' genannt (oder auch ein direkter Summand von V' zu U).

3 Lineare Abbildungen

3.1 Definition einer linearen Abbildung

Definition 3.1 (Lineare Abbildung). Seien V' und W Vektorrdume iiber einem Koérper K. Eine
Funktion T': V' — W heisst linear (oder lineare Abbildung/Transformation), falls folgende zwei
Eigenschaften gelten:

Yoy, ve,€ Vi T(vy +v2) =T(v1)+T(ve)  (Additivitét)
Va e K,veV:T(av) = aT(v) (Homogenitét)

Die Menge aller linearen Abbildungen von V nach W bezeichnen wir mit Homg (V, W).
Ubung 3.2. T ist linear <= Va,b € K,vy,v3 € V : T(avy + bvg) = aT (vy1) + bT (vz).

Proposition 3.14. Scien V und W zwei Vektorriume iber einem Korper K und T : V. — W
eine lineare Abbildung. Dann gelten folgende Aussagen:
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(1) Fiir alle ay,...,a, € K und vy,...,v, €V gilt

T (Z aivi> = Z(ZlT(’UZ)
i=1 i=1
Das heisst, dass das Bild einer Linearkombination der v; Koeffizienten a; eine Linearkom-
bination der T(v;) mit Koeffizienten a; ist.
(2) Es gilt T(0) =0.

Satz 3.15. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und vy,...,v, € V eine Basis von
V. Seien wy,...,w, € W beliebige Vektoren. Dann ezistiert eine eindeutige lineare Abbildung
T:Vo>WmitT(v;)) =w; firi=1,...,n.

Lemma 3.18. Fir jede lineare Abbildung T : K™ — K™ existiert ein eindeutiges A € My, xn(K),
so dass T = my. Namlich

3.2 Kern und Bild
Proposition 3.19 (Kern & Bild). Sei T : V — W eine lineare Abbildung.

(1) Die Menge Ker(T) = {v € V | Tv = Ow } ist ein Untervektorraum von V und heisst der
Kern von T. Mit f=*(b) = {alle Urbilder von b} einer Funktion f ist Ker(T) =T~1(0w).

(2) Das Bild von T, Im(T) = {Tv | v € V'} ist ein Untervektorraum von W.
Proposition 3.21. Sei T eine lineare Abbildung. Dann gelten folgende Aussagen:
(1) T ist injektiv < Ker(T) = {0y }.
(2) T ist surjektiv < Im(T) =W.
Definition 3.23 (Morphismus). Eine lineare Abbildung T : V — W nennen wir
e einen Isomorphismus, falls T bijektiv ist.
e einen Endomorphismus, falls W =V ist.
e einen Automorphismus, falls V =W und T bijektiv ist.

Falls ein Isomorphismus 7' : V — W existiert, sagen wir, dass V und W isomorph sind und
schreiben V' = W. Die Menge aller Endomorphismen von V' bezeichnen wir mit End(V'). Das
heisst, End(V') := Hom(V, V).

Lemma 3.24. Folls T : V — W ein Isomorphismus ist, dann existiert T~1 : W — V und ist
auch linear.

Lemma 3.26. Sei T : V. — W linear und vy,...,v, eine Basis fir V. Dann gilt Im(T) =
Sp(Twi,...,Tv,).

Satz 3.27 (Rangsatz). Sei T : V — W eine lineare Abbildung zwischen Vektorriumen V und W,
wobei V' endlich-dimensional ist. Dann gilt dim Ker(T') + dimIm(7") = dim V.

Korollar 3.29. Sei T :V — W eine lineare Abbildung. Dann gelten folgende Aussagen:
(1) Falls dimW < dim V', dann ist T nicht injektiv.
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(2) Falls dim W > dim V', dann ist T nicht surjektiv.
(8) Falls dim W = dim V', dann gilt: T ist bijektiv <= T ist injektiv <= T ist surjektiv.

Lemma 3.30. Seien T :V — W und S : W — U lineare Abbildungen. Dann ist die Verkettung
SoT:V — U auch linear.

Korollar 3.32. Zwei endlich-dimensionale Vektorrdume V und W sind genau dann isomorph,
wenn dimV = dim W.

Definition 3.33 (Rang). Sei T : V' — W eine lineare Abbildung. Der Rang von T ist Rang(T) :=
dim Im(T).
3.3 Koordinaten fiir Vektorriume und lineare Abbildungen

Definition 3.35 (Koordinaten-Vektor). Sei V' ein Vektorraum mit Basis B = (v1, ..., v,) und sei
v € V. Wir definieren den Koordinaten-Vektor von v beziiglich der Basis B als

ay
[v]s =
G
wobei aq, . ..,a, € K sind mit v = a1v1 +- - -+ a,v,. Da B eine Basis ist, sind a1, . . ., a,, eindeutig

definiert, und daher ist [v]p wohl-definiert. Die Abbildung ®5: V — K™, v — [v]g nennen wir die
Koordinaten-Abbildung beziiglich B.

Proposition 3.36. Die Abbildung ®p ist linear und bijektiv.
Bemerkung. Bemerke, dass die Inverse <I>g1 : K™ — V gegeben ist durch:
ai

-1 .
O : =a1v1+ -+ apvn,.

an

®p ist die eindeutige lineare Abbildung von V nach K", die durch Satz 3.15 mit der Bedingung
Dp(v;) = e¢; € K™ definiert ist, wobei B = (v1,...,v,) und (eq,...,e,) die Standard-Basis von
K™ ist.

Satz 3.39. Sei V ein Vektorraum iber K mit dimV =n € NU{0}. Dann ist V isomorph zu K™.

3.3.1 Matrizen und lineare Abbildungen
Definition 3.41 (Darstellungsmatrix). Sei T': V' — W eine lineare Abbildung, B = (v1,...,v,)

eine Basis des Vektorraums V und C = (wy, ..., w,,) eine Basis des Vektorraums W.
v, €V T W s Tv;

1

e € K" -~--> K™ 3 [Twic

| |

Die Matrix A = ([T('Ul)]c [T(vn)]c> € My xn(K) heisst die Darstellungsmatriz von T beziiglich
| |

der Basen B und C und wird mit [T]5 notiert.

Proposition 3.42. Sei T : V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen V und
W. Sei B eine Basis von V und C eine Basis von W. Fiir jedes v € V gilt [T)5[v]s = [Tv]c.
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3.3.2 Matrizen
Definition 3.46. Seien m,n,p € N. Die Matrixmultiplikation ist die Abbildung
<t Myysen () X Mpsp(K) = Mopsp(K),
(A,B) = ((aij)1<i<m7 (bij)1<i<n) — A- B,

1<j<n 1<5<p
wobei A+ B = (¢;j)1<i<m mit ¢;; = ai1bij + -+ + Qinbn; = Y p_; @ikbr;. Wir schreiben oft AB
1<j<p
statt A - B.

Bemerkung. AB ist nur dann definiert, wenn die Anzahl der Spalten von A der Anzahl Zeilen von
B entspricht.

j-te Spalte
blj

b’n,j

!

i-te Zeile ((],1 [P (1,,',,,,) — e Cij

Definition 3.51 (Kronecker-Delta). Wir definieren das Kronecker-Delta mit 4, j in einer Index-

menge als
1, fallsi=j
517' = . .
2, fallsi#j

Definition (Einheitsmatrix). Wir definieren die Finheitsmatriz I,, fiir n € N als

I, = (5ij)1§i_§n € Mypxn(K).

1<j<n
Proposition 3.52. FEs gilt:
(1) (Assoziativitat) Fir A € My, xn(K), B € Mypxp(K),C € Myyq(K) gilt (AB)C = A(BC).

(2) (Distributivitit) Fiir A, B € My,xn(K) und C € M, x,(K),C’" € Myum(K) gilt (A+ B)C =
AC+ BC und C'(A+B)=C'A+ C'B.

(3) Fir alle A € Myyyn(K) gilt InA= A und Al, = A.
(4) Fiir alle o € K, A € My, xn(K) und B € My, »p(K) gilt a(AB) = («¢A)B = A(aB).
Bemerkung. Die Menge M,,«,,(K) fiir n € N ist ein (nicht-kommutativer) Ring mit I, als Eins.

Definition 3.54 (Inverse). Sei n € N. Eine Matrix A € M,,«,,(K) heisst invertierbar, falls eine
Matrix B € M, xn(K) existiert, so dass AB = I,, und BA = I, gilt. Die Matrix B heisst die
Inverse von A und wird mit A~! notiert. Die Menge aller invertierbaren Matrizen in M, (K)

bezeichnen wir mit GL,, (K) oder GL(n, K) und nennen sie die allgemeine lineare Gruppe iiber K
(von Grad n).

Proposition 3.55. Die allgemeine lineare Gruppe ist eine Gruppe beziiglich Matrizmultiplikation.

Korollar 3.56. (1) Die Inverse von A ist eindeutig definiert
(2) Es gilt (A1)~ = A.
(3) Es gilt (AB)™' = B~1A~1

Korollar 3.58. Sei Az = b ein lineares Gleichungssystem mit A € My, (K). Falls A € GL,(K)
ist, dann hat Az = b fiir jedes b € K" eine eindeutige Losung x, nimlich x = A~1b.

23



3.3.3 Zuriick zu Darstellungen linearer Abbildungen

Lemma 3.61. Seien V,W und U drei endlich-dimensionale Vektorrdume iber K mit jeweiligen
Basen A = (v1,...,0m), B = (w1,...,wy),C(u1,...,up). Wir betrachten T € Hom(V,W) und
S € Hom(W,U). Dann gilt [S o T = [S]5 - [T]5, wobei - die Matrizmultiplikation bezeichnet.

Korollar 3.62. Sei T € Hom(V, W), B, B’ zwei Basen von V und C,C' zwei Basen von W. Dann
gilt [TV = [ldwS [T15[1dv )5 .

Korollar 3.63. Seien B und B' zwei Basen von V und n = dimV. Matrizen der Form [Idy]5, €
GL,,(K) heissen Basiswechselmatrizen und sind invertierbar: ([Idv]g,)_1 = [1dy 5.

Korollar 3.64. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorr‘gym mit zwei Basen B und B und T €
End(V). Dann gilt [T)8, = [Idy |5 [T1E[1dv]E = (Idv]E) [T15[1dv]E .

Bemerkung. Fiir T € End(V) schreibt man manchmal [T]5 := [T]5.
Korollar 3.65. Seien A € M,,xn(K) und B € M, x,(K), dann gilt my omp = map.

Definition 3.67. e Zwei Matrizen A, B € M, x,(K) heissen dquivalent, falls es P € GL,,(K)
und @ € GL,,(K) gibt, so dass PAQ = B.

e Zwei Matrizen A, B € M,,«,,(K) heissen dhnlich, falls es P € GL,,(K) gibt, so dass P71 AP =
B.
Aquivalenz bzw. Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation auf Msn(K) bzw. Mpxn(K).

e A ist dquivalent zu B genau dann, wenn es Vektorrdume V, W, T' € Hom(V, W) und Basen
B,B' CV,C,C' CW gibt, so dass A= [T]5 und B = [T]§,.

e A ist #hnlich zu B genau dann, wenn es einen Vektorraum V, T € End(V) und Basen
B,B" CV gibt, so dass A = [T]g und B = [T]5.

Sei D, = (dij)ij € Myxn(K) die Matrix mit
dij = 0, falls i 7&]

di; =1, falls1<i<r.
di; =0, fallsr <i

Das heisst, dass D, = ( Ir Or,n—r ) € Myyxn(K), wobei 0 € Mjx,(K) die Nullmatrix ist.

07n—4,4 07n7r,n77~

Proposition 3.69. Sei T € Hom(V, W) mit Rang(T') = r. Dann existieren Basen B von V und
C von W, so dass [T)5 = D,.

Lemma 3.70. Sei A € My, xn(K). Dann gilt SR(A) =Im(my).

Proposition 3.71. Sei A € M,,«n(K). Dann existieren P € GL,,(K) und Q € GL,(K) mit
PAQ = D, wobei r = Spaltenrang(A).

Korollar 3.72. Es gibt min(m,n)+1 Aquivalenzklassen beziiglich der Aquivalenzrelation Aquivalenz
auf My xn(K) mit D, firr=0,...,min(n,m) als Reprdsentanten.

Korollar 3.74. Sei T : V. — W ein Isomorphismus und B C V, C C W zwei Basen. Dann gilt
[T-4§ = ([T]g)_l. Insbesondere ist [T|8 invertierbar.
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3.4 Spaltenrang ist gleich Zeilenrang

Satz 3.75. Sei A € My, xn(K). Dann gilt Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A). Also gilt Rang(A) =
Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A) ist gleich der Anzahl Pivots einer Zeilendquivalenten Stufenform
Matriz.

Lemma 3.76. Sei T € Hom(V, W) und seien S : W — U und L : P — V zwei Isomorphismen.
Dann gilt Rang(SoT) = Rang(ToL) = Rang(T). Insbesondere gilt auch Rang(SoToL) = Rang(T).

Lemma 3.77. Sei A € M,,«,(K). Dann gilt, dass A € GL,(K) genau dann, wenn ma : K™ —
K™ ein Isomorphismus ist.

Lemma 3.78. Seien A, B € My, xn(K) mit B = PAQ, wobei P € Gl,,,(K) und Q € GL,(K).
Dann gilt Spaltenrang(A) = Spaltenrang(B) und Zeilenrang(A) = Zeilenrang(B).

3.5 Hom(V,W) als Vektorraum
Seien T, S € Hom(V, W). Wir definieren Addition auf Hom(V,W), T +S:V — W:
(T+ S)(v) =T () +w S(v).
Sei a € K und T' € Hom(V, W). Wir definieren Skalarmultiplikation auf Hom(V, W), aT : V — W:
(@T)(v) :== a-w T'(v).

Lemma 3.80. Fir T,S € Hom(V,W) und o € K gilt, dass T + S € Hom(V,W) und oT €
Hom(V, W).

Proposition 3.81. Hom(V, W) mit der obigen Addition und Skalarmultiplikation ist ein Vektor-
raum.

Satz 3.82. Seien V und W zwei Vektorrdume mit dimV = n und dimW = m mit jeweiligen
Basen B = (v1,...,v,) CV und C = (w,...,wy) C W. Die Abbildung

V8 Hom(V, W) = Myysn(K)
T [T)E
ist ein Isomorphismus. Das heisst, sie ist linear und bijektiv.

Korollar 3.83. Falls V und W endlich-dimensionale Vektorridume sind, dann gilt dim Hom(V, W) =
dimV - dim W.

Korollar 3.85. Der Vektorraum End(V) = Hom(V, V) ist ein Ring mit Verkettung als Multipi-
kation und Idy als Finselement. Falls V' endlich-dimensional ist (mit Dimension n) und B C'V
eine Basis ist, dann ist

VB  End(V) = Myyun(K)
T [T] := [T]g

ein Ring-Isomorphismus.

3.6 Die Inverse, Elementarmatrizen und lineare Gleichungssysteme

Korollar 3.86. Sei A € My,xn(K). Dann ist U = Los(A,0) = Ker(A) = Ker(ma) ein Untervek-
torraum von K™ von Dimension n — Rang(A). Die Abbildung ® ist ein expliziter Isomorphismus
von K™ nach U.

Korollar 3.87. Seibe K™ und A € My, «xn(K). Es gilt
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(1) Ls(A,b) # 0 genau dann, wenn b € SR(A).
(2) Falls Lis(A,b) # 0 und y € Lis(A,b) ist, dann ist
Los(A,b) =y + Lis(A,0) :={y+ x| x € Ldis(A4,0)}

Proposition 3.88. Sei A € My, xn(K) und b € K™. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) Es gilt Rang(A) = Rang(A | b).
(2) Die Gleichung Ax = b hat eine Ldsung.

Proposition 3.91. Sei A € M« (K) und b € K™. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) Es gilt Rang(A) = Rang(A | b) = n.
(2) Die Gleichung Ax = b hat eine eindeutige Lisung.

Proposition 3.93 (Mutterlemma). Sei A € M,,«,,(K). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) A ist invertierbar.

(2-4) ma : K™ — K™ ist ein Isomorphismus, also auch injektiv und surjektiv.

(5-7, 14) Rang(A) = Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A) = Rang(AT) = n.

(8-10, 15-17) Jeweils Die Spalten und Zeilen von A sind eine Basis von K™, also auch erzeugend und
linear unabhdngig.

(11-12) Ax =b hat fir alle b € K™ eine eindeutige Losung, insbesondere hat Ax = 0 nur die triviale
Lésung z =0 € K.

(14, 18) AT und A~ sind invertierbar.

(19-20) A ist jeweils zeilen- und spaltendquivalent zu I,. Das heisst, dass man A mittels Zeilen-
/Spaltenoperationen zu I, iberfihren kann.

3.6.1 Elementarmatrizen und Zeilen- und Spaltenoperationen

Definition 3.97. Sei n € N. Mit F;; der Nullmatrix, ausser im ij-ten Eintrag, welcher 1 ist,
definieren wir die folgenden quadratischen Matrizen:

e Fir 1 <i# j <nund o € K definieren wir

10 ... 0 00 ... 0 10 0
01 ... 0 00 1 0 01 a 0

Qijla)=I+aky=|. . . fHa]l. . =
0 0 1 0 0 0 00 1

e Fiir 1 <14,j < n definieren wir die Permutationsmatriz P; ; = I,, — E;; — Ej; + B + Ej;.

e Fir 1 < i <nund a € K* definieren wir S;(a) = | : - | wobel o am %i-ten

Lemma 3.99. Sei A € M, «,(K). Es gilt
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o Linksmultiplikation mit Q; j(«) entspricht der Zeilenoperation L; + aL; — L;:

Li+aL;—L;
kit i N

A Qi,j(a)A.

e Linksmultiplikation mit P; ; entspricht der Zeilenoperation L; < L;:

L;<L;
A Pi,jA.

e Linksmultiplikation mit S;(«) entspricht der Zeilenoperation oL; — L;:
A 2B g ) A.

Ahnliches gilt fiir Spaltenoperationen, aber jeweils mit Rechtsmultiplikation.

Lemma 3.100. Seien o € K,a* € K*. Jede Elementarmatriz ist invertierbar und thre Inverse
ist auch elementar:

(Qij(a) ™" =Qij(—a)

(Pij)™ = Py
(Si(a*)) ™ = 5i(~)

Satz 3.101. Jede Matriz A € GL,,(K) ist ein endliches Produkt von Elementarmatrizen.
Korollar 3.103. Seien A € GL,,(K) und T4, ..., T} Elementarmatrizen. Es gilt A= =Ty, ... T\T}.
Lemma 2.104. Seien B,C,D € M, «,(K). Es gilt B(C'| D) = (BC | BD).

Satz 3.105 (Gauss-Jordan). Seien n € N und A € My, (R). Man versucht die n x 2n zusam-
mengefigte Matriz (A | I,,) mittels Zeilenoperationen zur Form (I, | B) zu bringen. Wenn dies
moglich ist, dann ist A invertierbar und es gilt A= = B. Falls dies nicht mdglich ist, dann ist A
nicht invertierbar.

3.7 Fasern und Quotientenrdume
3.7.1 Fasern

Fiir zwei Teilmengen A, B C V eines Vektorraums V definieren wir A+ B := {a+b | a € A,b € B}.
Wir schreiben auch fir a € V und BCV a+ B := {a} + B.

Proposition 3.110. Sei T : V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen V und
W. Dann gilt:

(1) Falls w € Im(T), dann ist T~Y(w) = v + Ker(T), wobei v ein beliebiger Vektor ist mit
Tv =w.

(2) Falls w ¢ Im(T), dann gilt T~ (w) = 0.

Die Menge T~ (w) heisst die Faser von w beziiglich T.
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3.7.2 Quotietenraum

Sei V ein Vektorraum iiber K und U C V ein Untervektorraum. Wir definieren eine Relation ~
auf V durch
VL~ Vg = v — Uy € U.

Lemma 3.112. Die Realtion ~y ist eine Aquivalenzrelation.
Lemma 3.113 (Aquivalenzklasse). Fir jedes v € V' gilt [v]~, = v+ U.
Im Fall U = Ker(T) sind die Aquivalenzklassen genau die nicht leeren Fasern. Die entspre-
chende Partition
V= |_| [U]NKer(T) = |_| v+ Ker(T)

veV veV

von V heisst in diesem Fall eine Faserung von V' durch T'.

Definition 3.116. Mengen der Form A = v+ U heissen affine Unterrdume von V. Die Dimension
dim A von A ist definiert als dim U und man sagt, dass A parallel zu U ist. Der Untervektorraum
U nennen wir den Untervektorraum assoziiert zum affinen Unterraum A.

Definition 3.117. Mit der vorherigen Konstruktion, nennen wir die Menge
VIU:=V/~y={v+U|veV}
den Quotientenraum oder den Faktorraum von V nach U.
Seien v1 + U, vy +U € V/U. Wir definieren die Addition und die Skalarmultiplikation auf V/U:
+:V/UxV/U—-V/U
((’Ul + U), (1}2 + U)) = V1 + v + U
K xV/U—=V/U
(,v+U)—=av+U
Lemma 3.118. Die zuvor definierte Addition ist wohl-definiert.

Proposition 3.120. Mit der obigen Addition und Skalarmultiplikation ist V/U ein Vektorraum
tber K.

Proposition 3.122 (Kanonische Quotientenabbildung). Sei my : V. — V/U die Abbildung
my(v) =v+U. Dann ist w7y linear, Ker(ny) = U und Im(my) = V/U.

Korollar 3.124. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Fir die Dimension des Quotien-
tenraums V/U gilt dimV/U = dimV —dimU.

Proposition 3.125. Sei T :V — W eine lineare Abbildung. Es gilt V/Ker(T) = Im(T).

Proposition 3.128. Sei U C V ein Untervektorraum und W ein Komplement von U. Das heisst,
dass W C V ein Untervektorraum ist, so dass V.= U @& W. Dann ist ny |w: W — V/U ein
Isomorphismus.

Proposition 3.129 (Universelle Eigenschaft von V/U). Sei T : V. — W eine lineare Abbildung
zwischen zwei Vektorrdumen V. und W und sei U C V' ein Untervektorraum mit U C Ker(T).
Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung T : V/U — W, so dass T =T o my gilt:

T
V—W

V/U
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4 Determinanten

4.1 Magie in K? mit 2 x 2-Matrizen

Proposition 4.1. Die Matriz A = (‘; Z) € Msy2(K) ist invertierbar genau dann, wenn ad—bc #
0. Falls sie invertierbar ist, dann gilt A=' = —2 ( d 71’). Wir schreiben det A = ad — be.

ad—bc \ —c a

Proposition 4.2. Sei E das Quadrat aufgespannt von e; und ey in R?%. Das Bild ma(E) von E
unter A ist das Parallelogram aufgespannt von ma(e1) = (%) und mq(e2) = (4). Dann ist der
Flicheninhalt von ma(E) gegeben durch |ad — be| = |det A|.

e Die Abbildung m 4 ist orientierungserhaltend, genau dann, wenn det A > 0.
e Die Abbildung m 4 ist orientierungsumkehrend, genau dann, wenn det A < 0.

e In beiden Fillen skaliert ma den Flicheninhalt mit dem Faktor |det Al.

4.2 Volumen-Funktionen und die abstrakte Definition der Determinan-
te

Definition 4.5 (Axiome der Determinante). Es existiert eine eindeutige Funktion
det : Myxn(K) = K,
die Determinante heisst und die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(D1) Die Abbildung det ist multilinear beziiglich Zeilen. Dies bedeutet:

(a) Fiir alle vy,...,v,, w € K und alle 1 < ¢ < n gilt
V1 V1 V1
Vi—1 Vi—1 Vi—1
det | v; +w | =det | v; +det | w
Vi41 Vi4+1 Vi41

b) Fiir alle a € K, alle v,...,v, € K7 ., und alle 1 <i < n gilt
Zeil

U1 U1
Vi—1 Vi—1

det | av; | =adet | v
Vi+1 Vi1

UTL v’ﬂ

(D2) Die Abbildung det ist alternierend. Das heisst, falls A zwei gleiche Zeilen hat, dann ist
det A = 0.

e1
(D3) Die Abbildung det ist normiert. Das heisst, dass det I,, = det( ) =1.

€n

Man schreibt hiufig |A| := det A.
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Proposition 4.6. FEs gilt:

(D4) det(AA) = \™ det A.

(D5) Falls A eine Nullzeile hat, dann ist det A = 0.

Proposition 4.7 (Gauss und die Determinante). Weiter Figenschaften der Determinante:
AL;—L;

(D1b) Sei A € K und A =——— B. Dann ist det B = Adet A. Mit Elementarmatrizen ausgedriickt
heisst das, dass det(S;(A\)A) = Adet A.

(D6) Falls A Lok, B, dann ist det A = — det B. Mit Elementarmatrizen ausgedriickt heisst das,
dass det(P; jA) = —det A.

(D7) Sei A € K und A M B, wobei i # j. Dann ist det A = det B. Mit Elementarmatri-
zen ausgedriickt heisst das, dass det(Q; ;(A)A) = det A.

Proposition 4.9. Fiir eine obere Dreiecksmatriz mit Koeffizienten a1, ..., ay, auf der Hauptdia-
gonalen gilt det A = aq - - - a,,. Dieselbe Aussage gilt fiir untere Dreiecksmatrizen.

Korollar 4.10. Es gilt det A # 0 <= Rang(A) =n <= A ist invertierbar.
Lemma 4.12. Fiir jedes a € K gilt
(1) det(Si(a)) = a.,
(2) det(P; ;) = —1.
(3) det(Qi;(a) = 1.
Ausserdem gilt fiir jede Elementarmatriz T und jede beliebige Matriz B, dass det(T B) = det T det B.
Proposition 4.13. Seien A, B € M, «x,(K). Dann gilt det(AB) = det Adet B.

Korollar 4.14. Seien det und det zwei Funktionen, die (D1) - (D3) efiillen. Dann ist det = det.

Bemerkung. Da wir zeigen werden, dass det A = det(A”), gelten alle obigen Aussagen iiber Zei-
lenoperationen analog fiir Spaltenoperationen.

4.3 Existenz der Determinante
4.3.1 Permutationen

Sei S, = Abb({1,...,n}) die Gruppe aller bijektiven Funktionen von {1,...,n} auf sich selbst
mit der Verkettung als Verkniipfung. Die Elemente von S,, heissen Permutationen. Fir ¢ € S,
schreiben wir o = (0(11) 0(22) o U("n)). Per Definition der Multiplikation als Verkettung gilt fiir alle

0,T € Sn: T-0 = (7—(11) 7-(22) T(T'Ln)) : (0(11) 0(22) o(nn)) = (7'01(1) 7'02(2) Ta'y(Ln) ) Die Permutation
Id := (12 ) ist das neutrale Element von S,, und die Inverse c~! die Umkehrfunktion von o.
Definition 4.17 (Transposition). Sei n € N. Wir definieren das Element o; ; € S,, als die Per-
mutation, die ¢ und j vertauscht, und sonst nichts &ndert, und nennen sie eine Transposition:
7y falls k =14
Ji’j(k) = i, falls k :] .

k, sonst
Lemma 4.17. Sei 7 € S, mit 7(1) =i und 7(2) = j. Dann gilt To1 277" =04 ;.

Ubung 4.23. (Zu zeigen:) S,, fiir n > 3 ist nicht-abelsch.
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4.3.2 Signum einer Permutation

Definition 4.24. Sei o € S,,. Ein Fehistand von o ist ein Paar ¢ < j fir 4,5 € {1,...n}, so dass
o(i) > o(j).
Definition 4.28 (Signum). Wir definieren das Signum einer Permutation o € S, als

sign(o) =

+1, falls o eine gerade Anzahl von Fehlstdnden hat
-1, falls o eine ungerade Anzahl von Fehlstdnden hat

= (71)]67
wobei k die Anzahl der Fehlstédnde von o ist. Eine Permutation o heisst gerade, falls sign(c) = +1

und ungerade, falls sign(o) = —1 ist.

o(j)—o@) _ Ilic;(0(§)—0c(4))
i<y j—i " ILi,G-9

Lemma 4.30. Fir o € S, gilt sign(o) =[]

Lemma 4.31. Fir alle o,7 € S, gilt sign(ro) = sign(7)sign(c). In anderen Worten ist
S, = Z)272 {1, -1}
o — sign(o),
ein Homomorphismus von Sy, nach Z/27Z = {1, —1}.
Korollar 4.33. Fiir alle o € S,, gilt sign(c~!) = sign(o).
Korollar 4.34. Fir jedes i # j gilt sign(o; ;) = —1.
Korollar 4.35. FEs gilt:
(1) Die Abbildung sign : S,, — {£1} ist surjektiv, falls n > 2.

(2) Die Menge A, := {o € S,, | sign(o) = 1} = {alle geraden Permutationen} ist eine Unter-
gruppe von S,.

(8) Fiir jede Transposition T € Sy, gilt

Apm:={or| o€ A,} ={o €S, |sign(o) = —1} = {alle ungeraden Permutationen} = S,\A,.
(4) Aussderdem gilt |A,| = |A,7| = 3|S,| = Z.

4.3.3 Existenz
Satz 4.39 (Definition der Determinante). Wir definieren fiir A € My, (K) die Determinante:
n
det A := Z sign(0)a14(1) * A20(2) " * Ono(n) = Z sign(o) Haw(i)-

g€Sy, oES, i=1
Dann erfiillt det die Bedingungen in (D1)-(D3) aus Satz 4.5.
Satz 4.40. Fiir jede Matriz A € M, x,(K) gilt det AT = det A.
Ubung 4.43. Seien k <n € Nund A € K, »,(K) eine Blockmatrix der Form A = (B(} 52) mit
By € Myxi(K) und By € M(y,_g)x (n—k) (K). Dann gilt det A = det By - det By. (Analog fiir AT).

4.3.4 (Determinante iiber einem Ring)

Sei R ein Ring (z.B. R = M;»;(K)) und My, xn(R) = {(aij)i<ij<n | aij € R}. Fir A € M, «n(R)
definieren wir die Determinante genau gleich: det A =} ¢ sign(o)ais) -+ Uno(n) € R.
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4.4 Magie mit Minoren

Fiir eine Matrix A € M« (K) sei Aij € M(,—1)x (n—1)(K) die Matrix, welche durch das Streichen
der i-ten Zeile und j-ten Spalte entstanden ist.

Satz 4.44 (Laplace-Entwicklungssatz). Sei A € My, xn(K). Fiir jedes 1 < i < n kann man die
Determinante von A beziiglich der i-ten Zeile folgendermassen entwickeln:
Al = (=1 an] Al + (1) ai| Aig| + -+ + (=1 aim] Ain] =D (1) Fa] Airl.
k=1
Ahnlich kann man die Determinante beziiglich der j-ten Spalte entwickeln:

n

Al =Y ()" agg| Ay

k=1

Definition 4.46. 4Die komplementire Matriz oder die Adjunkte einer Matrix A € M, x,(K) ist
adj(A) == ((=1)""7|Aji)1<i,j<n-

detA 0 .. 0
Satz 4.49. Sei A € M, xn(K). Dann ist A-adj(A) = adj(A)- A =det A-I,, = 0 -0
6 . 0 deia

Korollar 4.50. Fulls A € GL,(K), dann gilt A~' = 3—adj(A).

Korollar 4.51 (Cramersche Regel). Sei A € GL,,(K). Wir betrachten das lineare Gleichungssys-
tem Az = b firbe K" = K§,,,. Sei A; = (AW AG=DpACHD A die Matriz, welche b als

i-te Spalte hat und die restliche Spalten stimmen mit den Spalten von A dberein, fir 1 <i < n.
x

Dann berechnet sich die eindeutige Lisung x = ( :

Tn

_ A
)vonAxbalsxl AT

4.5 Verschiedene Wege in der Welt der Determinante
Weitere Moglichkeiten die Determinante zu definieren sind:
e Induktiv iiber die Laplace-Entwicklung
e Direkt mit der Gruppe S, ohne Charakterisierung durch (D1)-(D3)
e Direkt fiir Endomorphismen 7' € End(V)

4.6 Determinante und Rang

Definition 4.52 (Minoren). Seien 1 < k < n,m € N. Ein k-Minor von A € M, (K) ist die
Determinante einer k x k-Matrix, die durch Streichen von (n — k)-Spalten und (m — k)-Zeilen von
A entstanden ist. Eine solche Matrix heisst k x k- Untermatriz von A.

Satz 4.53. Sei A € My,xn(K). Dann gilt Rang(A) = max{k | 3k-Minor # 0}.

4.7 Einige Korollare und die Determinante eines Endomorphismus
Korollar 4.54. Fiir jedes A € GL,,(K) gilt det(A™!) = det(A)~!.
Korollar 4.55. Seien A, B € M, xn(K) dhnliche Matrizen. Dann gilt det(A) = det(B).

Definition 4.56. Sei V' ein Vektorraum iiber K mit dim(V) =n < oo und sei T' € End(V'). Wir
definieren die Determinante von T als det(T) := det([T]s), wobei B eine beliebige (geordnete)
Basis von V ist.
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Lemma 4.57. det(T) ist wohl-definiert.

Korollar 4.58. Seien T' € End(V) wobei dimV < oo und B eine geordnete Basis von V. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) T ist ein Isomorphismus.

(2) T ist injektiv.

(3) T ist surjektiv.

(4) [Tp ist invertierbar.

(5) [Tp erfillt eine der dquivalenten Bedingungen in Proposition 3.93 (Mutterlemma).
(6) det(T) # 0.

Definition 4.59. Sei A € M, x,(K). Die Spur von A ist die Summe aller Eintrdge auf der
Hauptdiagonalen. Das heisst, spur(A4) := a1 + - + app-

Lemma 4.60. Fir A, B € My x,(K) gilt spur(AB) = spur(BA).
Korollar 4.61. Falls A, B € M, (K) dhnlich sind, dann gilt spur(A) = spur(B).

4.8 Volumen und Orientierung

Orientierung
Sei V' ein Vektorraum iiber R mit dim(V)“: n < 0o. Sei Xy die Menge aller geordneten Basen
auf V. Wir definieren folgendermassen eine Aquivalenzrelation auf Xy : Fiir B = (vy,...,v,) und

C=(w1,...,wy)sei T € End(V) die eindeutige Abbildung mit T'(v;) = w; fiir i € {1,...,n}. Wir
sagen, dass B und C die gleiche Orientierung haben, und schreiben B ~ C, falls det(T") > 0.

Ubung 4.62. Es gilt B~ C <= det([ldy]5) >0 <= det([Idy]§) > 0.

Die obige Aquivalenzrelation ~ auf Xy und Xy / ~ enthélt genau zwei Aquivalenzklassen falls
dim(V) > 0. Eine Wahl einer dieser beiden Aquivalenzklassen auf V heisst die Orientierung auf
V.

5 Eigenvektoren und Eigenwerte

5.1 Einfiihrung

5.2 Definitionen
Definition 5.2.1 (Diagonalisierbar). Ein Endomorphismus 7' € End(V'), wobei dimV = n < oo,

heisst diagonalisierbar, falls es eine Basis B = (v1,...,v,) gibt, so dass
M O .. 0
[Tls=|°
0 . 0 An
eine Diagonalmatrix ist. Bemerke dass dies genau dann gilt, wenn Tv; = A\;v; firi =1,...,n.

Definition 5.2.2 (Eigenvektor & Eigenwert). Ein Vektor v € V heisst ein Figenvektor von T,
falls v £ 0 und es A € K gibt, so dass Tv = AMv. Der Skalar A heisst der zum Eigenvektor v
zugehorige Figenwert.

Lemma 5.2.7. FEin Endomorphismus T € End(V) ist diagonalisierbar genaw dann, wenn eine
Basis existiert, die nur aus Eigenvektoren von T besteht.
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Definition 5.2.8 (Definitionen fiir Matrizen). (1) Ein Skalar A € K heisst ein Figenwert einer
Matrix A € My« (K), falls A ein Eigenwert von m4 : K™ — K™ ist.

(2) Ein Vektor v € K™ heisst ein Figenvektor einer Matrix A € M, (K), falls v ein Eigenvektor
von my : K™ — K™ ist.

(3) A heisst diagonalisierbar, falls m, diagonalisierbar ist.

5.2.1 Definition 5.2.8 explizit fiir Matrizen

Definition 5.2.9. Sei A € M, «,(K). Ein Skalar A € K heisst Eigenwert von A, falls es einen
Vektor v € K™ gibt, so dass v # 0 und Av = Av. Ein Vektor v € K™ mit dieser Eigenschaft heisst
ein Figenvektor zum Eigenwert A.

Definition 5.2.13 (Diagonalisierbare Matrix). Eine Matrix A € M,,x,(K) heisst diagonalisier-
bar, falls P € GL,,(K) existiert, so dass P"!AP = D, wobei D eine Diagonalmatrix ist.

Lemma 5.2.14. FEine Matriz A ist diagonalisierbar genau dann, wenn es eine Basis B = {v1,...,v,}

von K™ gibt, die nur Eigenvektoren von A enthdlt. In diesem Fall ist P = [ldgn]8 = <v|1 vln ) ,

| |
A1 . . .
wobei £ die Standard-Basis von K™ ist und P"1AP = ( - ), wobei \; der zugehdrige Eigen-

wert zum FEigenvektor v; ist.

5.2.2 Eigenvektoren mit verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhingig

Proposition 5.2.16. Sei T € End(V) und seien vy, ..., v, Figenvektoren zu paarweise verschie-
denen Eigenwerten A1, ..., \,. Dann ist {v1,...,v,} linear unabhdingig.

Korollar 5.2.17. Falls dimV = n ist und T € End(V)n paarweise verschiedene Eigenwerte hat,
dann ist T diagonalisierbar.

5.3 Das charakteristische Polynom

Definition 5.3.1 (Eigenraum). Sei T' € End(V) und A ein Eigenwert von T'. Der Eigenraum von
T beziiglich A ist Eigp(A) :=Ker(T — Mldy) ={v e V | (T = Aldy)v =0} = {v € V | Tv = Jv}.
Falls A € M, x,(K) ist, dann ist Eig,(\) := Eig,, , (A).

Lemma 5.3.3. FEs gilt
(1) Der Eigenraum Eigp(\) ist ein Untervektorraum.

(2) Es gilt Eigr(X) # {Ov} genau dann, wenn A ein Eigenwert von T ist. Allgemeiner gilt
Eigp (M) = {0,} U {alle Eigenvektoren mit Eigenwert A}.

(3) Falls Ay # Xg ist, dann gilt Eigy (A1) NEigr(A2) = {0y }.
Korollar 5.3.4. Sei T € End(V). Fir A € K gilt
A ist ein Eigenwert von T' <= Ker(T — Ady) # {0y }.

Definition 5.3.5 (Charakteristisches Polynom). Sei n € N, A = (a;j) € Myxn(K) und z eine
Variabel. Das charakteristische Polynom von A ist

ay] — & a2 QA1n
a21 G22 — T Q23 cee a2n
pa(z) := det(A — xI,) = det : : € Klz].
anl an2 coo Opn—1) Gnpn — T

A — zI, ist als Matrix iiber dem Ring K|z] zu betrachten.

34



Lemma 5.3.6. Fiir A € M, «,(K) gilt:
(1) pa ist ein Polynom von Grad n.

(2) Falls pa(x) = anz™ +an12" "' 4+ ag ist, dann ist a, = (=1)",a,—1 = (=1)""'spur(4)
und ag = det A.

(3) pa=par.
(4) Falls A eine obere beziehungsweise untere Dreiecksmatriz ist, dann ist pa =[], (a; — z).

(5) Falls A eine obere beziehungsweise untere Blockdreiecksmatriz ist, mit By, ..., B den Block-
matrizen, dann ist py = Hle DB, -

(6) Falls A und B dhnlich sind, gilt pa = pp.

Definition 5.3.8. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und 7' € End(V'). Das charak-
teristische Polynom von T ist durch pr(x) := pjy), definiert, wobei B eine Basis von V ist.

5.3.1 Direkte Summen II
5.3.2 Diagonalisierbarkeit I
5.3.3 Geometrische Vielfachheit ist kleiner als algebraische Vielfachheit

Definition 5.3.30. Sei A € K. Die geometrische Vielfachheit von T in A definieren wir durch
mg(A) = myg(T,A) = dimEig;(A\) und die algebraische Vielfachheit von T in A\ definieren wir
durch mg(A) = mo (T, A) = p(pr | A).

Lemma 5.3.31. Sei T € End(V). Fir jedes A € K gilt mg(A) < mg(X).

5.3.4 Diagonalisierbarkeit IT

Satz 5.3.35. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K und T € End(V'). Die folgenden
Aussagen sind Aquivalent:

(1) T ist diagonalisierbar.
(2) Es existiert eine Basis von V, die nur Figenvektoren enthilt.

(3) Das charakteristische Polynom pr zerfillt in Linearfaktoren und die geometrische Vielfach-
heit ist gleich der algebraischen Vielfachheit. Das heisst, dass mq(N;) = ma(N\;) fir jedes
ie{l,...,k}.

(4) Es gilt Y% dim Eigp(\;) = dim V.

(5) Es gilt V.= @Y, Bigr(\).
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