1 Newtonsche Mechanik

Freies Teilchen in einem Inertialsystem Ein Freies Teil-
chen ist keinen physikalischen Kriften ausgesetzt. In eienem In-
tertialsystem bewegt es sich geradlinig: #(t) = Zo + 0t, & =0.

Koordinatentransformationen zw. Inertialsystemen
t'=M+a & =Ri+it+b

wobei A+ 1, a € R, R € O(3) und 7,b € R3.

Mehrteilchensysteme (Beispiele)
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Schwerpunktsystem
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Beschleunigte Bezugssysteme Bezeichne § die Koordinaten

eines beschleunigten Bezugssystems, welches mit dem Koordina-

ten & eines Inertialsystems via Z(t) = R(t)ij(t) + b in Bezichung
steht. Dann gilt:

mi= RTF, —2mR" Rjj — mR" Rjj — mRT;

e Coriolis Kraft: ﬁp = —2m x 17
o Zentrifugalkraft: Fy, = —m@x (@ x7) = — J dgip(§)& x (& x §)
o Fithrungskraft: Fp = —md

2 Zweikorper-Probleme

T = ———=—=V(|# - 7 Ty =+———=V(|# — 7.
(T (IZ1 — &) 2=t o (171 — Z2l)
Relativkoordinaten
=M g @ - dl, =]
T mg+my’ v 2lb o
X 0 = . 1o
nr = —%V(r), L = u® x I, T = -t
Erhaltungsgréssen T =ré, T =reé +rpe,
dA 1 L
L = pr?p = const., — = Zr%p = — = const.
t 2 20
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T= §m—c‘2 = E;I(r'2+r2<p2) = 5;1,7'"2+2/”

12
. E=T+V(r) = const. e Hyperbel:

Integration Reduktion auf Einkérper-System
o # : W E-U(r), Ulr)= QIL% Vi(r)
o(r) = (o) = ' W#ﬁ
Hr) = #ro) / W

E-U(r)= %m'? >0

e Umkehrpunkt falls » = 0 und pit = —U(r) # 0. Stabil falls
it < 0, Instabil falls pi® > 0.

Gebundene Bahnen r(t) periodisch
® T'min/max(F) nullstellen von E — U(r):
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Streubahnen
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e Esgiltv=+/2E/pu,dar so00o=E—T= %/1,112.

o b heisst Stossparameter.
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Kepler V(r)= 7M, uF MuH =H
r
e:= E, l:= £, g:=GM
1 I
12 GMu 2 g
U =g~ — ‘(272_?)
dy Ldr l

Y — 4 —
dr r2\/2u(E = U(r)) rv/2er? + 2gr — 12
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o(r) = arccos L = r:#
1+ 2el?/g? 1+ecosg
:\/1+2612/g

o Kreis: ¢=0, E=Equ,=—-G>*M?u3/2L?
e Ellipse: e<1, E< 0
e Parabel: =1, E=0

e>1, E>0

Translation in eine Richtung Rotation um feste Achse Diverses
Ort x m Winkel ) rad w=4=2nf
Geschw. =% m/s || Winkelgeschw. d=¢ rad/s || v= rw, a, = ﬁ =rw?
Beschl. =1 m/s? || Winkelbeschl. a=¢ rad/? || Hooke: F = 7kA,v, Epor = 3kAz?
Masse m kg Trigheitsmom. 1= fridm kg m?
Impuls p=muv Ns Drehimpuls E =1d Nms
Kraft F= 7" = N Drehmoment M=L""2"1&| Nm
Arbeit W =[F-dF J || Dreharbeit W= [M-dg J
Kin. E. | T=1m#® = ;fm J | Rot. E. T=12=0 J
Leistung | P = u F-% | W | Drehleistung P=M-& W
Ellipsenbahnen ’ Gedampfter Oszillator (Beispiel)
1— 2 =
r+7r=2a = 7M A é mi = —kx —rz, k,r>0
1+ccose 5}
= : 0 1
Z= Az Z = (x,1) A—( 2 )
2 1/2 ’ —a? =28
a:li7 b:ax/lfr:z:a fl
oi—=) g7 P .
__ 49 _ / =4/=, B:i=—, = 2 — 32
€= "3 l=\/agV'1—e? @ m’ A 2m’ o @
1 2A(T)  2ma®/? Mo =—B1iy/B2—a?, Ao = (1,\1,
A(T):ilT:ﬂ'(lb N T:#: 71'(11/2 1,2 12( () 1,2)
g sin(wot
. P(t) = exp(tA) = e t)id +———%(A d
3 Schwingungsprobleme () = exp(td) = ¢ [C%("JO yid+ (A+8i )]
- = 1Mt 4 et falls o # 8
Ntk ._ ok k_ Ntk Nk _ ki Nt (t)> ‘ ( z(0 )) o Jet) = ettt ee alls o
=dh =t d a*(¢',¢"*") (w(t) P { (0) o) = e+ N, falls a = B
Z(t) = A(t)Z(t) + b(t)
wobei b: R — R, A:R— End(R"), A(t) : R" — R". e Schwingfall 8 < «, wobei wy € R:
Propagator Lose 2Z(t) = A(t)Z(t) . .
3 S t 3t § t
Plt.s) : R™ n o N z(t) = 2(0)e™P ( cos(wot) -"-;3m +.7')(0)6_'%M
(ts) (R" 5 R" (1) = P(t,5)2(s) o o
P(t,r)P(r,s) = P(t,s), P(t,s)" = P(s,1), P(s,5) =id o Dampfungsfall 8 > o, wobei wy = iwg € iR:
0 7] , sinh (1
&PO s) = A(t)P(t,s), %P(t!s) = —P(t,s)A(s) z(t) = 2(0)e <cosh(w t)+ BM) -‘r:'c(())e’ﬁ"’M
wo wo

e Kritisch geddmpfter Fall 8 = a, wobei wy = 0:
P(t) = e Ptid +te PY(A + Bid)

z(t) = z(0)e P (1 + Bt) + £(0)e Pt

P(fs)Nld
P(t,s) = 1d+/th (P, s) d+/th ")

tn—
= Z/ dtl/ dty- - / dt, A(ty)... A(tn)
e Ein System heisst stabil, falls Z(t) /4 oo fiir ¢ — oo. Dies ist

1 " t
= TZ ] [/ﬁ dt’ A(t )] =T [exp-/s dt/A(t/)]
genau dann der fall wenn Re \; < 0 ist.

n=0
¢
= Z(t) = P(t,s)Z(s) +/ dt'P(t, t")b(t) (Duhamel-Formel) e Ein system heisst dissipativ falls eine positiv definite quadra-
i i s tische Form (-,-) existiert sodass (%,2) < 0 ist. Im Fall vom
Eigenschwingungen . Oszillator definiert die Energie eine quadratische Form
Autonome homogene Differenzialgleichung: Z(t) = AZ(t) q

= P(t,s) = P(t— 5,5 — 5) = P(t — 5,0) = P(t - (27 = %mz + %kxz —pz0 o
Autonomes System: Z(t) = AZ(t) + b(t)
¢

Z e
A=Y ap = Z(t) = eI 2(s) + gdt’e'“’"t/)l;(t’)

AED(A) o Stossanregung: b(t) = d(t — to)bo

. {a falls AT =a {PA 2(t) = 0(t — to) P(t, to)bo

Stabilitét

—(%,2) = —ri? <0

P(t) = exp(tA) Erzwungene Schwingungen

falls A = p —

0 anderenfalls 0  anderenfalls
> Pi=id

AET(A)
EOEEY

AED(A) AET(A)
o Fiir f(t) = AZ: Finde \;, v;: Av; = M\,

— Z(t) = Z {Ci,l cos(v/Ait) + Cio sin(\/):t)} v;

i

o Harmonische anregung: b(t) = ¢“¢)5,
ot
— Z(t) = M 5(s) +/ dtet/iwid =) At —iwsfy
s

Py, M PyZ(0)

Pity=et= Y

eiw(t=s) _ oA(t=s)
w ¢ Z(A) : Z(t) = [E)\(t75>PAE<S) + sz\bo}
AED(A)

iw ¢ $(A), ReA < 0 (geddmpft) : Z(t) = =) (iwid —A) by
iw € N(A) : PAE(t) = (=) (P/\i'(s) (- s)PAEO)




eiw(t—s) 1 0 0 0
twr e XN(A) (res.) : Z(t) = — 3 Pyby = ref@1=s9) p g, 0
. o - Rotation: A(R) = R €50(3)
.. _ 1 _ 5
mit der Suszeptibilitit r = 7m Phase 6 = arctan “ /j s 8 R
Ddimpfungsparameter 3 := — Re A, Figenfrequenz wy := Im \.
. 5 - A(Ry 0 Ry) = A(Ry) 0 A(R2)
Parametrische Resonanz Z = A(t)Z, A(t+T) = A(t) b dnhu 0 0
] O 0 m=1R(t)~2\ [0(t) oSt S
e Math. Pendel: <L(t)> = <7ng(t) 0 L(t) Boost: Au) = smglu Cosoh u (1) 8 . uweR
e Periodizitét des Propagators: 0 0 01
P(t+T,s+T)=P(t,s) = P(nT,0)=P(T,0)" v By 00
e Falls P(T) Eigenwerte |A| > 1 hat, dann wachst die Losung Alu) = By v 00
exponentiell. Fiir |A| < 1 konvergiert die Losung. 0 0 10
ddtP(t ) = tr A(t) det P(t, s) crn
— de s) = tr e s v
dt ’ ’ v =ctanhu, f= v

e Fiir Math. Pendel: tr A(t) =0 = det P(t) = det P(0)
4 Starrer Korper

o Inertialsystem X% <— Korperfestes System 3¥:
#(t) = o, (1) + R()7

o Fiir #p, = 0: F=R(t)y, §=R(t)TZ®)

e L, beschreibt den Drehimpuls beziiglich des Interialsystems Kinematik
¥%, allerdings in den Koordinaten des Korperfesten Systems Y. " " ( zeitartig: Vi z=1
B = . - xz =ze, =1
L,=RL,, M, = RM, Z(t) raumartig: -z -x = Ly
dz dtdz 1 dt
d- - d d- =28 (D) Vau= &
5Ly =M, M, = RTd—L RTRL, + L YT T aa T <v> w a7
d- ) E E? =m? 4+ 42p?
e Drehimpulssatz: &L” =M y — @ X Ly p=mu = (’Y ) vprp=moop P —m
sohei d = dE
Trigheitstensor . F— ﬁ —ma Fl= ( ; ) F.ij= T
1= mi (i =gl = [ o) (i7"
i P &Pz (At At (ddt)d
i 3 2 aziﬁzif(*) + < ) e V—a-a=a
Liv =" mi (6 — yijyir) = /dy P(@) (7 9jk — viur) dr® - d2 \dr /) dr \dtdr/dt
b . 1.+ 1- at = 42 <(1> — -yt <£> dde o .
L, =1d, T:iw I :§Ly- a v dtdr A&
e Haupttriigheitsachsen: I¢é; = I,€; Ly, = I;djk Rindler Koordinaten: Konstant beschleunigter Beobachter
U (72 . 1 _ T(7234 77T
Iy = Lig + M(@0; — ajay,), I'=1IT+M(aid—aa ) ct Esgilt: u-a=0, a-a=—a?
o Steiner’sche Satz: I = I, + Mh? t = 1/a sinh(ar)
Freie Kreisel M =0 — Ey(t) =—@d x Ey(t) EoM: x = 1/a cosh(ar)
o Buler Gleichungen: — I;jw; = —&;jpw;Ipwi
30 =1 =1/aarctanh (L)
d d - PP x
F7=0 FLi=0 {551::& =V

5 Spezielle Relativitidtstheorie

Minkowski-Metrik

. v S \/1—/52

Allgemein:
Lo c— v
Br="0 At=9dr, f=fo/ S = for (1-2)
v c+

29 =t = x%sinh(af)
Axd IS
z! =:x =xXcosh(at)

Fiir X = const:

1 0 0 0 k=~ r=akt z-x=-%
o -1 0 o @
() VxV =R =g o0 -1 o0 6 Lagrange-Formalismus
(2, 9) = 2"y ny 00 0 -1 L—T_V
~ T
s Sif) = / LU, £(0, 0t 5S[f] =0
o Zeitartig:  (x,2) >0 "
oL dfoc ,
« Rowmartig  (20) <0 000 [ o5 (. £.0] =0
o Lichtartig:  (z,2)=0 o £ und £ sind fiquivalent (6S[f] = 35[f]) falls:
Lorentz-Transformationen ~ d
L(f f' ) = LU, f ) + K (1)
Ll :={A€0(3,1) | det A= +1, AJ>1} dt
, y ’ 1 OL /
emde = e G= Mo = (ATt Fiir L4, LU0, £/0) = 1055 (F0), 1/(6) = const

SS[fl=0AG6H[f] =0 < 6S[f,\] =0, S[f,\:=S[f]+ H[f]
Lagrange Multiplikator Suchen Losungen 7 € {Z | (%) = 0}

U(Z,\) = L(Z) + N\0(Z) — EL-GL und %(L A)=0
Beispiele
e Teilchen in zeitunabhéngigem Potenzial
to .
T= %mzz L=T-V S[@] = dtL(Z(t), (1))
t1
a4 doL oL
0S[Z] =0 Edii’liafz =
%:mz; %:78—‘_/,71711 - mi=F
or z ox

o Elektrisch geladenes Teilchen

B
8-

1. o L
L ,t):gmia—qq)(i,t)-ﬁ—qﬁA(f,t) — mi=qE+qfxB

7 Symmetrie

oL

Falls
dq>
translytion ¢®(t) — ¢*(t) + A\. Wir nennen diese Koordinaten
q* zyklisch.

= 0, dann ist die Lagrange funktion invariant unter

DeI Kanjuqberte Impuls emeI zykhbchen Koordinate ist py :=
dll —0.

Der Fluaa auf einer Menge X is eine abbildung ¢ : X xR — X
sodass Vo € X,s,t € R: ¢(z,0) =z, ¢(d(z,1),s) = o(x, s+t).
Im Allgemeinen héingt der fluss von der Zeit ab: t — ¢ (q(t), )

Wir nennen einen Fluss eine stetige symmetrie einer Lagrange
Funktion, falls L(gx(t), gx(t),t) = L(q(t), ¢(t), t) YA eR.
Jeder Fluss hat ein Vektorfeld v : ¢ — v(q) := 55 CNC ) [a=0-
3/\¢)\( )= Q)le=0 = ag¢5(¢>\< Nle=0 = v(da(q))
Noether: Sei £(q, ¢,t) eine Lagrange funktion und v(q,t) das
erzeugende Vektorfeld des flusses qb;(q, t), sodass die stetige

symmetrie L(qx,dx,t) = L(q,q,t) + dtK,\(q, t) |x=0 Vt fiir
jede bahn t + ¢(t) und jedes A gilt. Die Noethersche ladung

65 Patelq

ist erhalten: F(q,q,t) = = (g,4,0)v*(¢,t) — gxKx(a:t)[r=0
o d _
also HF =0.
8 Hamilton-Formalismus
oL oL dpa
o = a Fyi=— EL-Gl: — =F,
Pa = Bga ag dt

Legendre-Transformierte f*: R" — Rvon f: R" - R

Feop) = sup )<Zwipz fl@y,. --wn))
d 17}
L= f@)=0 & p= f'(), Pi:*axzf(ﬂﬁh»»-,zw

Y=t u=r
Hamilton Funktion & Gleichung

oL .
@(q,q,t) ~ g

OH OH
EL-GI: — t Do = — 5= (DT
(Kanonische Bwg-GI) 8])& (Q7p7 ) P aqa (q P )

e Die Hamilton Funktion definiert die Energie des Systems:

H(g,p,t) = sup <paq'a —L(q, d,t)>, Pa =
q

ey

=

n2
TP
2m

H=T+V V=V(g)

. oL o . o
H(g.4,t) = (0 — (g4 ))q = L(q,4,t) =pad™ — L

Observable Funktion F : (¢,p) — F(q,p) auf dem Phasenraum

d DF

FaO.p0) = 5.2

i 2F OF
Opa

Fiir F(q,p,t) :

Poisson-Klammer

{F.G} =

dF {F;‘-L}+8
aF 8G

Opa 04°

= 9¢° Opa

OF oG

r

0q® Opa,

{F.G} = —{G, F}
{F,0G + pH} = MF, G} + u{F,G}
{(F.G-H}={F,G}-H+G-{F,H}

{¢*.¢"} = {parps} =0 {q“,ps} =63

Opa 0q*

“={¢"H} Pa = {pa,H}

Bewegungsgleichungen

Phasenkoordinaten z = (z!,..,22V) := (¢*, .., ¢",p1, ..., pN)
(0 +idy ~1_ v _( 0 —idy
5#»‘*(7idN+uN) (e) ™ =" = (Liay oY)
OF 0G OH
F QY= _chv S o _ w9
{£.6y gaow M=
Kanonische Transformation ¢:z+ z erhilt {-,-}:
. OF (2(2)) 0G(2(2)) w020 027 OF 0G
FG = AR TE))
{F,G}(=(2) c ozk 0zv 9z 9z D2P Dz
o Lisst symplektische Struktur invariant: — °7 = ¢/ g;z %
o Liisst Bewegungsgleichung invariant: — zH = —gh¥ g;f

e Jacobi-Matrix J#, :=
e Jacobi-Determinante hat Betrag 1:

9zl

ozv

el=Je T e J el =¢

det(J)? =

1

o Beispiel: Sp(2N,R) = {4 € GL(2N,R) | ATeA =¢}

9 Diverses

e Taylor expansion:

= /(@) + 52 -

Differentialgleichungen
2. Ordnung, homogen mit konstanten Koeffizienten ay” +

by + cy =

W+ L

0. Die Losungen

o fm
falz) =302, L 'n[(,j) (z—
a)? + %(z _

teristischen Gleichung aX? + bA + ¢ =

e X2 €Rund A\ # X2 y(

O)\1:A2

e No=axif,B#0 ylx

Ansitze mit « > 0:
y' +a’y=0
Yy’ — azy =0

Vektoralgebra R= (

(AxB)?

(AxB)-(CxD)=

= A’B’-(A-B)?

x)

a)”

a)3+...

der zugehorigen charak-

0 seien Ajpo:

= C1eM® 4 Coet2®

y(x) = (C1 + Cow)eM®
) = (Cy sin Sz + C cos fx)e*™
— y(x) = Ae'®® + Be™'*"
— y(x) = Ae*” + Be™ "
cosp —sing
sing  cosg
A (BxC) =B:(CxA) =C-(AxB)
(A-C)(B-D)- (B-C)(A D)

Trigonometrische & Hyperbolische Identititen

x —z
. e’ —e
sinha =
2
e’ +e "
coshy = ——
2
sinh z
tanhz =
coshx

cosh® z 4 sinh®z = 1
sinh’z = coshz

cosh’ z = sinh z

tanh’z = 1 — tanh? &

- 1

cosh? z

— y =sinh(x)
- -y =cosh(x)
+y = tanh(x)
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