
1 Newtonsche Mechanik

Freies Teilchen in einem Inertialsystem Ein Freies Teil-
chen ist keinen physikalischen Kräften ausgesetzt. In eienem In-
tertialsystem bewegt es sich geradlinig: x⃗(t) = x⃗0 + v⃗t, ¨⃗x = 0.

Koordinatentransformationen zw. Inertialsystemen

t′ = λt+ a x⃗′ = Rx⃗+ v⃗t+ b⃗

wobei λ± 1, a ∈ R, R ∈ O(3) und v⃗, b⃗ ∈ R3.

Mehrteilchensysteme (Beispiele)

Gravitationskraft: F⃗k = −G
∑

i̸=k

mkmi
x⃗k − x⃗i

∥x⃗k − x⃗i∥3

Coulombkraft: F⃗k =
∑

i ̸=k

qkqi
4πε

x⃗k − x⃗i

∥x⃗k − x⃗i∥3

Potential

F⃗k = − ∂

∂x⃗k
V (x⃗1, . . . , x⃗n, t), V =

∑

j<k

Vjk (∥x⃗j − x⃗k∥)

Globale Grössen

M =
n∑

k=1

mk

X⃗ =

n∑

k=1

mk

M
x⃗k

P⃗ =
n∑

k=1

p⃗k = M
d

dt
X⃗

F⃗ =
n∑

k=1

F⃗k =
d

dt
P⃗

L⃗ =
n∑

k=1

x⃗k × p⃗k

M⃗ =

n∑

k=1

x⃗k × F⃗k =
d

dt
L⃗

T =
n∑

k=1

1

2
mk

˙⃗x2
k

P =
n∑

k=1

˙⃗xk · F⃗k

Schwerpunktsystem

L⃗ = X⃗ × P⃗ + L⃗S L⃗S =
∑n

k=1

(
x⃗k − X⃗

)
×
(
p⃗k − mk

M P⃗
)

M⃗ = X⃗ × F⃗ + M⃗S M⃗S =
∑n

k=1

(
x⃗k − X⃗

)
×
(
F⃗k − mk

M F⃗
)

T = P⃗ 2

2M + TS TS =
∑n

k=1
mk

2

(
˙⃗xk − ˙⃗

X
)2

P = P⃗ ·F⃗
M + PS PS =

∑n
k=1

1
mk

(
p⃗k − mk

M P⃗
)
·
(
F⃗k − mk

M F⃗
)

Beschleunigte Bezugssysteme Bezeichne y⃗ die Koordinaten
eines beschleunigten Bezugssystems, welches mit dem Koordina-
ten x⃗ eines Inertialsystems via x⃗(t) = R(t)y⃗(t) + b⃗ in Beziehung
steht. Dann gilt:

m¨⃗y = R⊤F⃗x − 2mR⊤Ṙ ˙⃗y −mR⊤R̈y⃗ −mR⊤¨⃗b

• Coriolis Kraft: F⃗C = −2mω⃗ × ˙⃗y

• Zentrifugalkraft: F⃗Z = −mω⃗×(ω⃗× y⃗) = −
∫
dy⃗ρ(y⃗)ω⃗×(ω⃗× y⃗)

• Führungskraft: F⃗F = −ma⃗

2 Zweikörper-Probleme
¨⃗x1 = − 1

m1

∂

∂x⃗1
V (∥x⃗1 − x⃗2∥) ¨⃗x2 = +

1

m2

∂

∂x⃗1
V (∥x⃗1 − x⃗2∥)

Relativkoordinaten

µ :=
m1m2

m2 +m1
, x⃗ := ∥x⃗1 − x⃗2∥, r := ∥x⃗∥

µ¨⃗x = − ∂

∂x⃗
V (r), L⃗ = µx⃗× ˙⃗x, T =

1

2
µ ˙⃗x2

Erhaltungsgrössen x⃗ = re⃗r, ˙⃗x = ṙe⃗r + rφ̇e⃗φ

L = µr2φ̇ = const.,
dA

dt
=

1

2
r2φ̇ =

L

2µ
= const.

T =
1

2
µ ˙⃗x2 =

1

2
µ(ṙ2+r2φ̇2) =

1

2
µṙ2+

L2

2µr2
, E = T+V (r) = const.

Integration Reduktion auf Einkörper-System

φ̇ =
L

µr2
, ṙ = ±

√
2µ−1(E − U(r)), U(r) =

L2

2µr2
+V (r)

φ(r)− φ(r0) = ±
∫ r

r0

Ldr′

r′2
√
2µ(E − U(r′))

t(r)− t(r0) = ±
∫ r

r0

dr′√
2µ−1(E − U(r′))

E − U(r) =
1

2
µṙ2 ≥ 0

• Umkehrpunkt falls ṙ = 0 und µr̈ = −U(r) ̸= 0. Stabil falls
µr̈ < 0, Instabil falls µr̈ > 0.

Gebundene Bahnen r(t) periodisch
• rmin/max(E) nullstellen von E − U(r):

Tr(E) = 2

∫ rmax(E)

rmin(E)

dr√
2µ−1(E − U(r))

∆φ = 2

∫ rmax

rmin

Ldr

r2
√
2µ(E − U(r))

Streubahnen U(r) ∼ V (r)→ 0 für r →∞

x⃗(t) ≃
{
b⃗+

√
2E/µ(t− t0)e⃗, für t→ −∞,

b⃗′ +
√
2E/µ(t− t0)e⃗

′, für t→ +∞

• Es gilt v =
√
2E/µ, da r →∞⇒ E → T = 1

2µv
2.

• b⃗ heisst Stossparameter.

L⃗ = µx⃗× ˙⃗x→
√
2µEb⃗× e⃗, L = b

√
2µE

χ = π − 2

∫ ∞

rmin

Ldr

r2
√
2µ(E − U(r))

= π − 2

∫ ∞

rmin

bdr

r2
√
1− V (r)/E − b2/r2

d2σ

d2Ω
(χ) =

∣∣∣∣
b

sinχ

db

dχ

∣∣∣∣ =
b

sinχ

∣∣∣∣
dχ

db

∣∣∣∣
−1

σtot =

∫

S2\e⃗
d2Ω

d2σ

d2Ω
= lim

ε→0+
2π

∫ π

ε

dχ sinχ
d2σ

d2Ω
(χ)

Kepler V (r) = −Gm1m2

r
, µ¨⃗x = −GMµ

x⃗

∥x⃗∥3

e :=
E

µ
, l :=

L

µ
, g := GM

U(r) =
L2

2µr2
− GMµ

r
= µ

(
l2

2r2
− g

r

)

dφ

dr
= ± Ldr

r2
√
2µ(E − U(r))

= ± l

r
√
2er2 + 2gr − l2

φ(r) = arccos

(
l2/gr − 1√
1 + 2el2/g2

)
⇐⇒ r =

l2/g

1 + ε cosφ

ε :=
√
1 + 2el2/g2

• Kreis: ε = 0, E = Emin = −G2M2µ3/2L2

• Ellipse: ε < 1, E < 0

• Parabel: ε = 1, E = 0

• Hyperbel: ε > 1, E > 0

Translation in eine Richtung Rotation um feste Achse Diverses
Ort x m Winkel φ rad ω = 2π

T = 2πf

Geschw. v⃗ = ẋ m/s Winkelgeschw. ω⃗ = φ̇ rad/s v = rω, az = v2

r = rω2

Beschl. a⃗ = ẍ m/s2 Winkelbeschl. α⃗ = φ̈ rad/2 Hooke: F = −k∆x, Epot =
1
2k∆x2

Masse m kg Trägheitsmom. I =
∫
r2⊥dm kg m2

Impuls p⃗ = mv⃗ Ns Drehimpuls L⃗ = Iω⃗ Nms

Kraft F⃗ = ˙⃗p
m=const

= ma⃗ N Drehmoment M⃗ =
˙⃗
L

I=const
= Iα⃗ N m

Arbeit W =
∫
F⃗ · dr⃗ J Dreharbeit W =

∫
M⃗ · dφ⃗ J

Kin. E. T = 1
2mv⃗2 = p⃗2

2m J Rot. E. T = 1
2Iω⃗

2 = L⃗2

2I J

Leistung P = Ẇ = F⃗ · v⃗ W Drehleistung P = M⃗ · ω⃗ W

Ellipsenbahnen

r + r̄ = 2a ⇒ r =
a(1− ε2)

1 + ε cosφ

a =
l2

g(1− ε2)
, b = a

√
1− ε2 =

a1/2l

g1/2

e = − g

2a
, l =

√
ag
√
1− ε2

A(T ) =
1

2
lT = πab ⇒ T =

2A(T )

l
=

2πa3/2

g1/2

3 Schwingungsprobleme

qN+k := q̇k, q̇k = qN+k, q̇N+k = ak(qi, qN+i)

˙⃗z(t) = A(t)z⃗(t) + b⃗(t)

wobei b⃗ : R→ Rn, A : R→ End(Rn), A(t) : Rn → Rn.

Propagator Löse ˙⃗z(t) = A(t)z⃗(t)

P (t, s) : Rn → Rn z⃗(t) = P (t, s)z⃗(s)

P (t, r)P (r, s) = P (t, s), P (t, s)−1 = P (s, t), P (s, s) = id

∂

∂t
P (t, s) = A(t)P (t, s),

∂

∂s
P (t, s) = −P (t, s)A(s)

P (t, s) = id+

∫ t

s

dt′A(t′)P (t′, s)
P (t,s)≈id≈ id+

∫ t

s

dt′A(t′)

=
∞∑

n=0

∫ t

s

dt1

∫ t1

s

dt2· · ·
∫ tn−1

s

dtnA(t1) . . . A(tn)

= T
∞∑

n=0

1

n!

[∫ t

s

dt′A(t′)

]n
= T

[
exp

∫ t

s

dt′A(t′)

]

=⇒ z⃗(t) = P (t, s)z⃗(s) +

∫ t

s

dt′P (t, t′)⃗b(t′) (Duhamel-Formel)

Eigenschwingungen
Autonome homogene Differenzialgleichung: ˙⃗z(t) = Az⃗(t)
⇒ P (t, s) = P (t− s, s− s) = P (t− s, 0) =: P (t− s)

P (t) = exp(tA) =
∞∑

n=0

tn

n!
An

z⃗ = a⃗eλt, Aa⃗ = λa⃗, A =
∑

λ∈Σ(A)

λPλ

Pλa⃗ =

{
a⃗ falls Aa⃗ = λa⃗

0 anderenfalls
, PλPµ =

{
Pλ falls λ = µ

0 anderenfalls

∑

λ∈Σ(A)

Pλ = id

P (t) = eAt =
∑

λ∈Σ(A)

eλtPλ, z⃗(t) =
∑

λ∈Σ(A)

eλtPλz⃗(0)

• Für ¨⃗x(t) = Ax⃗: Finde λi, vi: Avi = λivi

−→ x⃗(t) =
∑

i

[
Ci,1 cos(

√
λit) + Ci,2 sin(

√
λit)

]
vi

Gedämpfter Oszillator (Beispiel)

mẍ = −kx− rẋ, k, r ≥ 0

˙⃗z = Az⃗, z⃗ := (x, ẋ), A =

(
0 1
−α2 −2β

)

α :=

√
k

m
, β :=

r

2m
, ω0 :=

√
α2 − β2

λ1,2 = −β ± i
√
β2 − α2, a⃗1,2 = (1, λ1,2)

P (t) = exp(tA) = e−βt

[
cos(ω0t) id+

sin(ω0t)

ω0
(A+ β id)

]

(
x(t)
ẋ(t)

)
= P (t)

(
x(0)
ẋ(0)

)
⇒
{
x(t) = c1e

λ1t + c2e
λ2t, falls α ̸= β

x(t) = ceλt + c′teλt, falls α = β

• Schwingfall β < α, wobei ω0 ∈ R:

x(t) = x(0)e−βt

(
cos(ω0t) + β

sin(ω0t)

ω0

)
+ ẋ(0)e−βt sin(ω0t)

ω0

• Dämpfungsfall β > α, wobei ω0 = iw0 ∈ iR:

x(t) = x(0)e−βt

(
cosh(w0t) + β

sinh(w0t)

w0

)
+ ẋ(0)e−βt sinh(w0t)

w0

• Kritisch gedämpfter Fall β = α, wobei ω0 = 0:

P (t) = e−βt id+te−βt(A+ β id)

x(t) = x(0)e−βt(1 + βt) + ẋ(0)e−βtt

Stabilität
• Ein System heisst stabil, falls z⃗(t) ̸→ ∞ für t → ∞. Dies ist
genau dann der fall wenn Reλi ≤ 0 ist.
• Ein system heisst dissipativ falls eine positiv definite quadra-
tische Form (·, ·) existiert sodass d

dt (z⃗, z⃗) ≤ 0 ist. Im Fall vom
Oszillator definiert die Energie eine quadratische Form

(z⃗, z⃗) :=
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2 = E ≥ 0,

d

dt
(z⃗, z⃗) = −rẋ2 ≤ 0

Erzwungene Schwingungen
Autonomes System: ˙⃗z(t) = Az⃗(t) + b⃗(t)

⇒ z⃗(t) = eA(t−s)z⃗(s) +

∫ t

s

dt′eA(t−t′ )⃗b(t′)

• Stossanregung: b⃗(t) = δ(t− t0)⃗b0

−→ z⃗(t) = θ(t− t0)P (t, t0)⃗b0

• Harmonische anregung: b⃗(t) = eiω(t−s)⃗b0

−→ z⃗(t) = eA(t−s)z⃗(s) +

∫ t

s

dt′et
′(iω id−A)eAte−iωs⃗b0

iω /∈ Σ(A) : z⃗(t) =
∑

λ∈Σ(A)

[
eλ(t−s)Pλz⃗(s) +

eiω(t−s) − eλ(t−s)

iω − λ
Pλb⃗0

]

iω /∈ Σ(A), Reλ < 0 (gedämpft) : z⃗(t) = eiω(t−s)(iω id−A)−1⃗b0

iω ∈ Σ(A) : Pλz⃗(t) = eiω(t−s)
(
Pλz⃗(s) + (t− s)Pλb⃗0

)



iω ≈ λ ∈ Σ(A) (res.) : z⃗(t) ≈ eiω(t−s)

iω − λ
Pλb⃗0 = rei(ωt−ωs+δ)Pλb⃗0

mit der Suszeptibilität r = 1√
(ω−ω0)2+β2

, Phase δ = arctan ω0−ω
β ,

Dämpfungsparameter β := −Reλ, Eigenfrequenz ω0 := Imλ.

Parametrische Resonanz ˙⃗z = A(t)z⃗, A(t+ T ) = A(t)

• Math. Pendel:

(
θ̇(t)

L̇(t)

)
=

(
0 m−1R(t)−2

−mgR(t) 0

)(
θ(t)
L(t)

)

• Periodizität des Propagators:

P (t+ T, s+ T ) = P (t, s) ⇒ P (nT, 0) = P (T, 0)n

• Falls P (T ) Eigenwerte |λ| > 1 hat, dann wachst die Lösung
exponentiell. Für |λ| ≤ 1 konvergiert die Lösung.

d

dt
detP (t, s) = trA(t) detP (t, s)

• Für Math. Pendel: trA(t) = 0 ⇒ detP (t) = detP (0) = 1

4 Starrer Körper

• Inertialsystem Σx ←→ Körperfestes System Σy:

x⃗(t) = x⃗Oy (t) +R(t)y⃗

• Für x⃗Oy
= 0: x⃗ = R(t)y⃗, y⃗ = R(t)⊤x⃗(t)

• Ly beschreibt den Drehimpuls bezüglich des Interialsystems
Σx, allerdings in den Koordinaten des Körperfesten Systems Σy.

L⃗x = RL⃗y, M⃗x = RM⃗y

d

dt
L⃗y = M⃗x, M⃗y = R⊤ d

dt
L⃗ = R⊤ṘL⃗y +

d

dt
L⃗y

• Drehimpulssatz:
d

dt
L⃗y = M⃗y − ω⃗ × L⃗y

Trägheitstensor

I =
∑

i

mi

(
y⃗2i id−y⃗iy⃗⊤i

)
=

∫
dy3ρ(y⃗)

(
y⃗2 id−y⃗y⃗⊤

)

Ijk =
∑

i

mi

(
y⃗2i δjk − yi,jyi,k

)
=

∫
dy3ρ(y⃗)

(
y⃗2δjk − yjyk

)

L⃗y = Iω⃗, T =
1

2
ω⃗⊤Iω⃗ =

1

2
L⃗y · ω⃗

• Hauptträgheitsachsen: Ie⃗i = Iie⃗i Ijk = Ijδjk

I ′jk = Ijk +M (⃗a2δjk − ajak), I ′ = I +M (⃗a2 id−a⃗a⃗⊤)
• Steiner’sche Satz: I = Ic +Mh2

Freie Kreisel M⃗ = 0 =⇒ ˙⃗
Ly(t) = −ω⃗ × L⃗y(t)

• Euler Gleichungen: Iiω̇i = −εijkωjIkωk

d

dt
T = 0

d

dt
L⃗2
y = 0

5 Spezielle Relativitätstheorie

Minkowski-Metrik

(·, ·) : V × V → R
(x, y) 7→ xµyνηµν

≃ x⊤ηy

ηµν =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1




• Zeitartig: (x, x) > 0

• Raumartig: (x, x) < 0

• Lichtartig: (x, x) = 0

Lorentz-Transformationen

L↑
+ := {Λ ∈ O(3, 1) | detΛ = +1, Λ0

0 ≥ 1}

x = xµeµ = x̄µēµ, ēµ = Λν
µeν , x̄µ = (Λ−1)µνx

ν

Rotation: Λ(R) =




1 0 0 0
0
0 R
0


 , R ∈ SO(3)

Λ(R1 ◦R2) = Λ(R1) ◦ Λ(R2)

Boost: Λ(u) =




coshu sinhu 0 0
sinhu coshu 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 , u ∈ R

Λ(u) =




γ βγ 0 0
βγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 ,

v = c tanhu, β =
v

c
, γ =

1√
1− β2

Λ(u1)Λ(u2) = Λ(u1 + u2)

Allgemein: Λ = Λ(R1)Λ(u)Λ(R2)

∆x =
L0

γ
, ∆t = γ∆τ, f = f0

√
c− v

c+ v
= f0γ

(
1− v

c

)

Kinematik

x = xµeµ xµ =

(
t

x⃗(t)

) {
zeitartig:

√
x · x = τ

raumartig:
√−x · x = L0

u =
dx

dτ
=

dt

dτ

dx

dt
uµ = γ

(
1
v⃗

) √
u · u = 1

dt

dτ
= γ

p = mu pµ =

(
E
γp⃗

) √
p · p = m

E2 = m2 + γ2p⃗2

Ekin = p0 −m

F =
dp

dτ
= ma Fµ = γ

(
F⃗ · v⃗
F⃗

)
F⃗ · v⃗ =

dE

dt

a =
d2x

dτ2
=

d2x

dt2

(
dt

dτ

)2

+
dt

dτ

(
d

dt

dt

dτ

)
dx

dt

√
−a · a = α

aµ = γ2

(
0
a⃗

)
− a⃗ · v⃗γ4

(
1
v⃗

)
d

dt

dt

dτ
=

v⃗ ˙⃗v
√
1− v⃗2

3

Rindler Koordinaten: Konstant beschleunigter Beobachter

Es gilt: u · a = 0, a · a = −α2

EoM:

{
t = 1/α sinh(ατ)

x = 1/α cosh(ατ)

↔
{
x̂0 =: t̂ = 1/α arctanh

(
t
x

)

x̂1 =: x̂ =
√
x2 − t2

↔
{
x0 =: t = x̂ sinh(αt̂)

x1 =: x = x̂ cosh(αt̂)

Für x̂ = const:

x̂ =
1

α
τ = αx̂t̂ x · x = −x̂2

6 Lagrange-Formalismus
L = T − V

S[f ] =

∫ t2

t1

L(f(t), f ′(t), t) dt δS[f ] = 0

∂L
∂f

(f(t), f ′(t), t)− d

dt

[
∂L
∂f ′ (f(t), f

′(t), t)

]
= 0

• L und L̃ sind äquivalent (δS[f ] = δS̃[f ]) falls:

L(f, f ′, t) = L̃(f, f ′, t) +
d

dt
K(f, t)

Für L(f, f ′): L(f(t), f ′(t))− f ′(t)
∂L
∂f ′ (f(t), f

′(t)) = const.

δS[f ] = 0 ∧ δH[f ] = 0 ⇔ δS̄[f, λ] = 0, S̄[f, λ] := S[f ] + λH[f ]

Lagrange Multiplikator Suchen Lösungen x⃗ ∈ {x⃗ | θ(x⃗) = 0}

Ψ(x⃗, λ) = L(x⃗) + λθ(x⃗) → EL-Gl. und
∂Ψ

∂λ
(x⃗, λ) = 0

Beispiele
• Teilchen in zeitunabhängigem Potenzial

T =
1

2
m ˙⃗x2 L = T − V S[x⃗] =

∫ t2

t1

dtL(x⃗(t), ˙⃗x(t))

δS[x⃗] = 0 → d

dt

∂L
∂ ˙⃗xi

− ∂L
∂x⃗i

= 0

∂L
∂ ˙⃗x

= m ˙⃗x
∂L
x⃗

= −∂V

∂x⃗
= F⃗ d → m¨⃗x = F⃗

• Elektrisch geladenes Teilchen

L(x⃗, ˙⃗x, t) = 1

2
m ˙⃗x2−qΦ(x⃗, t)+q ˙⃗x ·A⃗(x⃗, t) → mẍ = qE⃗+q ˙⃗x×B⃗

7 Symmetrie

• Falls ∂L
∂qα = 0, dann ist die Lagrange funktion invariant unter

translytion qα(t) 7→ qα(t) + λ. Wir nennen diese Koordinaten
qα zyklisch.

• Der Konjugierte Impuls einer zyklischen Koordinate ist pα :=
∂L
∂q̇α . Dieser ist erhalten d

dtpα = ∂L
∂qα = 0.

• Der Fluss auf einer Menge X is eine abbildung ϕ : X×R→ X
sodass ∀x ∈ X, s, t ∈ R : ϕ(x, 0) = x, ϕ(ϕ(x, t), s) = ϕ(x, s+t).
Im Allgemeinen hängt der fluss von der Zeit ab: t 7→ ϕλ(q(t), t)

• Wir nennen einen Fluss eine stetige symmetrie einer Lagrange
Funktion, falls L(qλ(t), q̇λ(t), t) = L(q(t), q̇(t), t) ∀λ ∈ R.

• Jeder Fluss hat ein Vektorfeld v : q 7→ v(q) := d
dλϕλ(q) |λ=0.

∂
∂λϕλ(q) =

∂
∂εϕλ+ε(q)|ε=0 = ∂

∂εϕε(ϕλ(q))|ε=0 = v(ϕλ(q))

• Noether: Sei L(q, q̇, t) eine Lagrange funktion und v(q, t) das
erzeugende Vektorfeld des flusses ϕλ(q, t), sodass die stetige
symmetrie L(qλ, q̇λ, t) = L(q, q̇, t) + d

dtKλ(q, t) |λ=0 ∀t für
jede bahn t 7→ q(t) und jedes λ gilt. Die Noethersche ladung
ist erhalten: F (q, q̇, t) := ∂L

∂q̇α (q, q̇, t)v
α(q, t) − d

dλKλ(q, t)|λ=0

also d
dtF = 0.

8 Hamilton-Formalismus

pα :=
∂L
∂q̇α

Fα :=
∂L
∂qα

EL-Gl:
dpα
dt

= Fα

Legendre-Transformierte f∗ : Rn → R von f : Rn → R

f∗(p1, . . . , pn) = sup
(x1,...,xn)

(
n∑

i=1

xipi − f(x1, . . . , xn)

)

d

dx
(xp− f(x)) = 0 ⇔ p = f ′(x), pi =

∂

∂xi
f(x1, . . . , xn)

(f∗)′ = (f ′)−1 (f∗)∗ = f

Hamilton Funktion & Gleichung

H(q, p, t) = sup
q̇

(
pαq̇

α−L(q, q̇, t)
)
, pα =

∂L
∂q̇α

(q, q̇, t) ⇝ q̇α

EL-Gl:
(Kanonische Bwg-Gl)

q̇α =
∂H
∂pα

(q, p, t) ṗα = − ∂H
∂qα

(q, p, t)

• Die Hamilton Funktion definiert die Energie des Systems:

H = T + V T =
p2

2m
V = V (q)

H(q, q̇, t) =
(

∂L
∂q̇α

(q, q̇, t)

)
q̇α − L(q, q̇, t) = pαq̇

α − L

Observable Funktion F : (q, p) 7→ F (q, p) auf dem Phasenraum

d

dt
F (q(t), p(t)) =

∂F

∂qα
q̇α+

∂F

∂pα
ṗα =

∂F

∂qα
∂H
∂pα
− ∂F

∂pα

∂H
∂qα

= {F,H}

Für F (q, p, t) :
d

dt
F = {F,H}+ ∂F

∂t

Poisson-Klammer {F,G} := ∂F

∂qα
∂G

∂pα
− ∂F

∂pα

∂G

∂qα

{F,G} = −{G,F}
{F, λG+ µH} = λ{F,G}+ µ{F,G}
{F,G ·H} = {F,G} ·H +G · {F,H}

{qα, qβ} = {pα, pβ} = 0 {qα, pβ} = δαβ q̇α = {qα,H} ṗα = {pα,H}︸ ︷︷ ︸
Bewegungsgleichungen

Phasenkoordinaten z = (z1, .., z2N ) := (q1, .., qN , p1, .., pN )

εµν :=
(

0 + idN

− idN 0

)
(εµν)

−1 = εµν =
(

0 − idN

+ idN 0

)

{F,G} = −εµν ∂F

∂zµ
∂G

∂zν
żµ = {zµ,H} = −εµν ∂H

∂zν

Kanonische Transformation ϕ : z 7→ z̄ erhält {·, ·}:

{F,G}(z(z̄)) = −εµν ∂F (z(z̄))

∂z̄µ
∂G(z(z̄))

∂z̄ν
= −εµν ∂z

ρ

∂z̄µ
∂zσ

∂z̄ν
∂F

∂zρ
∂G

∂zσ

• Lässt symplektische Struktur invariant: ερσ = εµν ∂zρ

∂z̄µ
∂zσ

∂z̄ν

• Lässt Bewegungsgleichung invariant: ˙̄zµ = −εµν ∂H
∂z̄ν

• Jacobi-Matrix Jµ
ν := ∂zµ

∂z̄ν ε−1 = Jε−1J⊤ ⇔ J⊤εJ = ε
• Jacobi-Determinante hat Betrag 1: det(J)2 = 1
• Beispiel: Sp(2N,R) = {A ∈ GL(2N,R) | A⊤εA = ε}

9 Diverses

• Taylor expansion: fa(x) =
∑∞

n=0
f(n)(a)

n! (x− a)n

= f(a) + f ′(a)
1! (x− a) + f ′′(a)

2! (x− a)2 + f ′′′(a)
3! (x− a)3 + · · ·

Differentialgleichungen
2. Ordnung, homogen mit konstanten Koeffizienten ay′′ +
by′ + cy = 0. Die Lösungen der zugehörigen charak-
teristischen Gleichung aλ2 + bλ + c = 0 seien λ1,2:
• λ1,2 ∈ R und λ1 ̸= λ2 y(x) = C1e

λ1x + C2e
λ2x

• λ1 = λ2 y(x) = (C1 + C2x)e
λ1x

• λ1,2 = α± iβ, β ̸= 0 y(x) = (C1 sinβx+ C2 cosβx)e
αx

Ansätze mit α > 0:

y′′ + α2y = 0 −→ y(x) = Aeiαx +Be−iαx

y′′ − α2y = 0 −→ y(x) = Aeαx +Be−αx

Vektoralgebra R =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)

(A×B)2 = A2B2−(A·B)2 A·(B×C) = B·(C×A) = C·(A×B)

(A×B) · (C×D) = (A ·C)(B ·D)− (B ·C)(A ·D)

Trigonometrische & Hyperbolische Identitäten

sinhx =
ex − e−x

2

coshx =
ex + e−x

2

tanhx =
sinhx

coshx

cosh2 x+ sinh2 x = 1

sinh′ x = coshx

cosh′ x = sinhx

tanh′ x = 1− tanh2 x

=
1

cosh2 x


